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IIpenrosop

OsBa 30upka mpejicTaB/ba HACTABAK 30MPKE y KOjoj Cy objemurbeHn N u3paleHn
3aJIaly ca MPUjeMHUX ucnuTa 3 Maremarnke Ha CTyamjckoM mporpaMy 3a Ma-
Temaruky u uHpopMaruky llpupogHo-maremarwdkor dakyiarera y bamoj Jlymu,
y nepuojy ox 2000. mo 2015. ronune. Hacrasa je ca jeHOCTaAaBHMM TUJbEM JIa Ce
o0yXxBaTe W CBHU IPUjeMHHU WUCIUTH KOju cy oxapxkaxu of 2016. rommnae mo maHa
BEHOI M3J[aBarba. 30MpKa 0d0yxBara yKymHO 20 NpUjEeMHUX HCIHTa Ca JIeTajbHO
ypabhenum 3anmaruma. 30MpKa je MPBEHCTBEHO HaMUjereHa OyayhinM CrymeHTHMa
MareMaTuke u wHMoOpMaruke Ha lIpupojHo-MareMaTnukoM (akysurery y Bamoj
Jlyiu, anu MoxKe u J1a OCTy KK CBakKoM OyzyheMm cTy/ieHTy KojeM he maTeMaTuka
OnTH cacTaBHU JUO KBAJU(PUKAIIMOHOT UCITATA.

3axBasbyjeMo ce pereHzenTuMa Jp bBojamy Huxoswmhy, monenty Ilpuposmo-
MaTemaTudkor dakyirera y Bamoj Jlymu u ap Boprcy [lerkosuhy, nonenty IIpu-
POIHO-MaTeMaTHIKOr (akyirera y Bamoj Jlymu Ha cBUM cyrecrujama u KOMeHTa-
pUMa KOju Cy 3HAYAJHO JIONPUHUjEIN KBAJIUTETY OBE 30UPKe.

Bama Jlyka, okrodap 2024. rojume
Ayropu.
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Jyn 2016.

1.

10.

3agau
N3zpagynaTu BpujeIHOCT n3pa3a

2a%2 4+ Ta+3 1—2a 3
ad—1 a?4+a+1 a-1

=_1
3a 0= —3.

z—2

. Axo je f (i) = a2, x # —1, gemy je jeanaxo f(—x)?

.Y dadpunm cy 35% pagpuka keHe, a MYIIKHX PaJHUKa MMa 32 252 BHUIIE

Hero »KeHCKuX pajunka. M3padynartu ykymnan Opoj pagHnka ¢gpadpuke.

. Pujemmtu excrnionenuujanny jeapaummy 3 - 9T —6-3% — 1 = 0.

. Heka cy z1 u xo pjemema kpajipathe jeamaunne maz? — (m + 2)x +2 = 0,

rije je m # 0 peajan nmapamerap. OnpeanT CKyIl BPUjEIHOCTH IapaMeTPa

: : z1+x2
m 3a Koje Bpujesun TR > 3.

. Jy»uHe cTpaHUIa IPaBOYTJIOT TPOYIJIA IUHE TPU Y3aCTOIHA WIAHA APUTMe-

THYKOT Hu3a ca paziaukoMm 2. Oppenntu ayKuHy Behe KaTere OBOT IPABOY-
IJIOI' TPOYTJIa.

Wzpagynatu Opoj HemapHUX TpornudpeHnx OpojeBa dmje cy cBe Imdpe pas-
JITIUTE.

. JIBa mpednuka Kpyra Jieke Ha IIpaBaMa uuje cy jemnadmue x +y — 14 = 0

u 2x — 3y + 12 = 0. Ako KpyXKHHUIIa KOja OJroBapa TOM KPYyTY CaJpyKu
KOODJWHATHU IIOYETaK, OJIPEIUTH jeTHAYNHY KDY KHHUIIE.

. Ompenuru 5poj pjeriema jemHadnne sin 22 + cos (x - g) = 0 Koja mpunagajy

uHTEpBANY [—T, 7]

Hexka je ¢ umarnnapua jequnauna u 2z = 1 + 4. VI3padynatn uMarnHapHu U0
2 o
24z

KOMILJIGKCHOT dpoja. 5=
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Pjemmema

1. Ceohemem jaror uspasa Ha jeJjaH PA3/IOMaK, IPU YeMy KOPUCTHMO jéjiHa-
koct a® — 1 = (a — 1)(a® + a + 1), nodujamo

2a% +7a +3 1—2a 3
(a—1)(a2+a+1) a®+a+1 a—1
20 +Ta+3—(a—1)(1—2a)—3(a®* +a+1)
N (a—1)(a24+a+1) ’

a # 0.

CpebhuBameM uspasza u3Hal pasjioMadKe I[PTe J00UjaMO

2a® +7a+3 — (a —2a®> — 1+ 2a) — 3a®> — 3a — 3
(a—1)(a®>+a+1)
202 +7a+3—a+2a®>+1—2a—3a>—3a—3
B (a—1)(a®+a+1)
a>+a+1 1

(a—1)(a®2+a+1) a-1"

YBpIITaBabeM BPUETHOCTH 4 = f% J00MjaMo J1a je BPUjEeTHOCT M3Pa3a jeTHAKA
i 3

i1 4
I
2. Hexka je i—ﬁ = t. VI3 nperxo/ue jejnakoctu podujamo ja je x —2 = t(x +1),
u3 uera jasbe pooujamo (1 —t) =t + 2, mro HaM maje

t+2
=— tF1
s
SamjeHoM [100MjeHOr U3pasa y jeTHakocT f (iﬁ—_ﬁ) = 22 nodujanmo
t+2\>  (t+2)?
t = = t 1.
s = (5) = ot
W3 Tora 3akspyayjemo ja je
(r+2)2
= —= 1.
fo) = o #

VepmraBajyhu —x y HperxolHOM U3pa3y J00HUjaMo na je

o) = (—z+2)2 :(2—1‘)2 ot
D= e = vt

3. Axo ca x o3HauMMoO OpOj pajHUKa dadpuKe, Taja U3 yCJI0Ba 33aTKa TMAMO
na je 0poj rkenckux pagnuka 35%x omnocuo 0,35x. Bpoj Mymkux pajanuka da-
opuxke je 35%x+ 252 = 0,35z + 252. Ykynan opoj pagauka y dhadpunu je jeaHax
30upy Opoja MymKux u Opoja KeHCKuX pajHuka y ¢adpurm. Crora umamo Ja je
x =0, 35z + (0,352 + 252). Cpebhusamem garor uspasa godujamo 0,3z = 252, u3

4Jera CJanjeu Jla je x = 1—30 - 252 = 840.
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4. Kaxo je 3-9-9% —6-3% — 1 = 27(3%)? — 6 - 3° — 1 naTa jeqHaunHa Ce CBOIH
Ha,
27(3%)? —6-3" —1=0.

Axko menozuatu opoj 3¥ ozmaummo ca t, modujaMo ja Opoj t Mopa 3a/10BO/bABATH
jenHaUNHY

2782 — 6t —1=0.

Pjemasamem nperxosine KBaIpaTHe jeJHAUNHE 3aKJbyUIyjeMo /1a 0poj ¢ Mopa durtn

jeman on dOpojeBa: t1 = —% Wi tg = é Haxe, na du Hemo3HaTw 0poj 3% 3a10BOJHHO
JaTy jeIHAINMHy MOpa Ja OyIe jeTHaK fé I % Kako je 3a cBako & € R dpoj 37
NO3UTHUBAH, TO OH He MOxe duTH jejnak —g. Crora, jejura moryhinoct je ja Taj
Opoj Oyne jemmnak % Pjemasamem jemnauune 37 = % = 37! nobujamo ma je r = —1
JEJIMHO pjellemhe Jare jeHaqanHe.

5. Axo cy x1 u o pjemema mocMaTpaHe KBaJIDATHE jeJHadnHe, Kopucrehn

Bujerose dbopmye, modujamo mga Bpujenn

2 m+ 2
T1xo = — U T1+Tpg=—7.

. . . . 14
prH._ITaBa‘]th/I [IPETXO/IHO JIOOMjeHe je/IHAKOCTU Yy JIATy HEejeHAKOCT T >3
JT00mjaMo

2 m2

=—2>3
2 )

Sho

onakie je m + 2 > 6, tj. m > 4.

6. OsmaunMo ca a JyKUHY HajMarbe CTPaHUIE y Jarom Tpoyriy. U3 yciosa
3a/1aTKa IMaMo Jia Cy CTPaHUIEe TPOyIVIa AyKuHA: a, ¢ +2u (a+2) +2 =a+ 4.
Kako je matu Tpoyrao mpaBoyriid, TO ce Ha mera Moxke npuMmujeHutu [Iuraropuna
TeopeMma, Ta je

(a44)* =a® + (a +2)°

Kopucrehn dbopmyity 3a ksagpar 3ompa gobujamo a’ + 8a + 16 = a? + a? + 4a + 4.
[IperxomHa jeTHAKOCT ce CBOJIM HA

a® —4a—12=0.

Pjemasajyhu kBasparuy jegnauunny podujamo qa je a = 6 wm a = —2. Bpoj a
[IpeJICTaBIba JIyKUHY. KaTeTe, I1a 300T Tora, He MOXKe OUTH HeraTuBaH. 3aKJbydyjeMo
na je a = 6. Beha o karera nma jyxuny a + 2 = 8.

7. IIpsu navun. CBaku HemapaH OpOj ce 3aBpIaBa jeTHOM O meT nudapa:
1,3,5,7 wmm 9: Ilocmarpajmo Opojese koju 3aspirasajy nudpom 1. To cy dpojeBu
00JnKa

zyl,

rije T WYy mpeicTaBibajy mudpe Koje cy MelycobHO pasyimunre U 01 KOjuX HUjeIHA
uuje jemnaka 1. [Ipema Tome, Tpormdpenux dpojeBa ca pasjmmauTuM Iudpama Ko-
ju 3aBpHIaBajy mudpoM jeqaH MMa OHOJIMKO KOJIMKO MMa IBONu(PEHnX OpojeBa ca
pazmuunTuM g pamMa Ipu UeMy HujegHa of mudapa Huje jemanaka 1. Ipomumdpe-
umx opojeBa nma 90. JIBonudpenux dpojeBa ca nCTOBjeTHUM Iudpama uma 9, mpu
geMy CMO y THM OpojeBuMa padyHasiu u 0poj 11. JIsorudpennx dpojeBa Koju nmajy
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jemmy udpy jemnaky 1 nma 17. lakie, nBormdpeHnux OpojeBa ca pa3aIuduTUM IIH-
dpama - pu yemy HEUjemHa mudpa Huje jennaka 1 - mma 90-9-17 = 64. 3akpyuax
IpeTXOHe IUCKYCHje je Ja TpommdpeHnnx OpojeBa KOju UMajy pa3andanTe mudpe u
3aBpiiaBajy ca opojeMm 1 mma 64. AKO y IpeTxXoHOM pasMaTparby 3aMUjeHUMO. [0~
crpeiby udpy ca JIpyroM HemapHoM udpoM, IMaMo HCTY JAucKycujy. Kako mma
et moryhHocTH 3a n300p moc/bembe udpe, Tpaxkeru dpoj dpojesa je 5+ 64 = 320.
Apyru navwun. CBaku Hemapan Opoj ce 3aBpiiaBa jeTHoM of neT mudapa: 1,3,5,7
win 9. 36or Tora, mudpa Koja ce HaJa3W Ha IOCJHEIIHEM MjecTy Mopa Ja Oyje
HerapHa, a TakBux uMamo 5. Ha mpBoM MjecTy cTaB/baMo jeany. nudpy n3 cKyra
{1,2,...,9} upu yemy Ha TOM MjecTy He MoxkKe sa Oyze 1udpa Kojy CMO CTaBUIN
Ha Toc/besiibe Mjecto. To Ham jJaje ykymHO 8 mMoryhHocTH 38 M300p mpBe nudpe.
Ha apyrom mjecry craspamo mudpy us ckyna {0,1,2,...,9} upu gemy ce ue cmu-
je yzern nmdpa Koja je cTaB/beHa Ha MPBO WM MOC/Heabe Mjecto. [Ipema Tome,
mocroju 8 nudapa Koje du ce MOIJie CTABUTU Ha APYro Mjecto. Kopucrehu npun-
IIUI TPOU3BO/IA UMAMO JIa je Opoj HemapHuX TPoIrudpeHnx dpojeBa ca pa3InauTuM
nudpama jegnax 5 - 8- 8 = 320.

8. Ilpeunmk kpyra je IyK KOja cIaja JBHje Tauke HA KPYKHUIM U MIPH TOME
CaJIpKu IeHTap KpyKauie. Kako ce mpednnnu 1ate KPyKHAIE HAJIA3€ Ha IPaBaMa
qnje cy jeqHaunse: £ +y — 14 = 0 u 22 — 3y + 12'= 0 1 KaKO TH IPETHUIN Ca/IpIKe
IIEHTap KPY2KHUIIE, TO Ce IEHTap KPYKHUIIe MOpa Hahu Ha IIpecjeKy NaTuX IPaBuX.
Osnaummo tauky npecjeka ca A (Ciuka 1).

Yy N

Cauka 1: 3agartak 8.

Tauky mpecjeka JaTuX MPaBUX J0OHjaMO PjellaBaeM CUCTEMA jeTHAYNHA,

r+y =14,
2¢ — 3y = —12.

AKO TIOMHOXKHMMO IIPBY jeJHA4YUHY Ca 3 U JIOJAMO je JIPyroj Jodujamo na je bx =
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314 — 12 = 30, u3 dgera 3akbydyjemo na je x = 6. 13 npBe jenHaunne, 3aMjeHOM
x = 6, nobujamo na je y = 8. Hakie, tauka A(6,8) je menrap Kpyra, u3 gera
3aKJbYUYjEMO JIa je jeTHAYMHA KPYKHUIE

(x—6)%+(y—8)°=r2

IIpX 9eMy je T jOI yBHjeK HellO3HAaTa Yy KWHA MOJIYIIPeYHNKa KPYKHAIE. Y TEKCTY
zazaTka je maro jga tadka (0,0) npumaga KpyKHUIM, U3 dera ce godbuja ma je

r? = (0 —6)% 4 (0 — 8)® = 36 + 64 = 100.
Crora, TpaXkeHa KPy:KHHUIA UMa jeTHAUNHY
(z —6)* + (y — 8)% = 100.
9. Kopucrehu agurmony dopmymy
cos(a— ) =cosa-cos S+ sina - sin 3,

J00ujaMo

( 71') T L . )
cos(x— =) =cosx-cos— +sinz-sin — = sinz.
2 2 2
300r mpeTxoHe jeTHAKOCTH IMOJIa3HA jeTHAYNHA T00Uja 0DJINK
sin 2x 4 sinx = 0.
Kopucrehu dhopmysny 3a mperBapame 30upa CUHycCa y ITPOU3BO/I, Tj.

a+5. a—pf
2

cos 5

sin « + sin8 = 2sin

3z
2

z

5 HAKOH Jera JiaTa jeJIHaYnHa UM, 00K

Jooujamo f1a je sin 2x+sinx = 2 sin <. cos

3
2sin—xcos§ =0.
2 2

IIpousBom d6pojeBa je jemHak Hy/jIM ako W caMO akKO je dap jelaH ojl TUX OpojeBa
jeanak Hysn. Pjemema nperxo/He jegHadnne JT00MjaMo U3 je/HadnHa

3z z
sim— =0 u cos—=0.
2 2
W13 npse jeguaunne jgodujamo Ja je 37"” = kn,k € Z, ans gpyre maje § = 5 +Im,l €
Z. Hakie, pjememna ate jeqHadnHe Cy

2k
l’k:% u x; =7+ 2w, upuvemy k,l € Z.

VY upsoj dopmyiu 3a k € {—1,0,1} nodujamo f%”, Owu %’T, IITO Cy jeJINHA pjelnema
3a y uHTepBasy [—m,w.] VI3 apyre dopmyse mpodujamo na jemuno 3a l € {—1,0}
JI00UjaMO pjelierba y TParXkKeHOM WHTEpBaJy W TO —7 U 7. U3 Tora BHIEMO Ja

jenHaYHWHA UMa YKYIIHO 5 pjellema y J1aTOM UHTEpBaJy.
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10. Kopucrehu dpopmyry 3a 306up KBagpara u i2 = —1 godujamo ma je

2=+ =142+ =1+2—1=2

3%or Tora uMamo
24+7zZ 24+ (14i) 2i+1—i 1+
1—2 1—-(1+4) 1-1—-4  —i
1+i i i—1

=—1+i.

—i i i (=)

Jakiie, *MarvHapHU MO JTATOT KOMILIEKCHOT Opoja je jemHak 1.
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Asryct 2016.

1.

10.

. Onpeann f(g(—2)

3agau

N3zpagynaTu BpujeIHOCT n3pa3a
402 4a? ) 16a?
402 -1 4a2+4a+1) 8a3 -1

1
e
);

Ipu 4eMy je @ = —

. _ .3 -
npu 4emy je f(r) = x° — 3z m g(x) = sin i3

. Ha nucmernoj Bje:kdu n3 MareMaTuke yIeHUIIUMA, Cy 3a/1aHa Tpu 3a1aTKa. [1pu

rTome, 12% ydeHuka Huje pUjeIIUIO HUTHU jejaH 3amarak, 32% je pujenruwio
jeman miam 7Ba 3a1aTka, a 14 ydenuka je pujernmio ¢sa Tpu 3amarka. Komnko
YUYEHHUKA je Paujio IMUCMEHY BjexkOy U3 MareMarTuke?

. Ompenuru 30up pjelema JIOrapuTaMCcKe jeHaInHe

log%(x— 3) =logi(x+3).

. OmpenuTu CKyIl BPUjeHOCTH PeaJTHOT mapaMeTpa m # 1, 3a Koje jejHadnHa

(m —1)2? — 2ma + 3 = 0 UMa peanHa pjeniema CyIPOTHOT 3HAKA.

. Ilopmmuna pomda je 24, a Behia aujaronasa pomoda je 3a 2 myxKa on Kpahe

nujaronasie. Koyuku je obum tor pomba?

. Ilpuponan Opoj je majmeAPOM akKo OCTaje UCTH KaJia ce merose mudpe Ha-

Uiy y odpHyTOM HOpeTKy, Hiup. 16461. Kosuko nma derBoponudpeHnx mna-
JINHJIpOMA?!

. Oppenuru Opoj pjeniema TPUTOHOMETPHU]CKE jeHAadYnHE Sin2xr = cos4zr Ha

unrepsaiy [0, 7).

. Heka je ¢ mmarmunapra jenuHuna, a T W Yy peajHU OPOjeBH 3a KOje BaXKU

(24 3i)z + (3 + 2i)y = 1. Uspauynarn x — y.

OzpenuTy jeTHAYMHY TaHI€HTe HOBYUYeHe y Tauku (—2, 1) Ha KpyKHUILY 4duja
je jennaumba 3amata ca x? +y% — 2x + 4y — 13 = 0.
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Pjemmema

1. Kopucrehn jemnakoct 8a® — 1 = (2a —1)(4a® +2a+ 1) nodujamo na Bpujesm
4a? 4a? - 16a?
462 -1 4a2+4a+1) 8a3 -1

B 4a? 4a? . 164>
"\ @a-D@a+1) (20+1)?%) (2a—1)(4a +2a +1)
:4a2(2a +1) — 4a%(2a — 1) (2a - 1)(4a® + 2a + 1)

(2a+1)*(2a — 1) 1602
_ 8a® +4a® —8a® 4+ 4a® 44’ +2a+1
N (2a+1)2 16a2

_ 8a%(4a* 4+ 2a + 1)
"~ (2a +1)216a2
_40,2 +2a+1
©2(2a+1)2 7

1
a# :I:i,a#().
Kako je a = —%, TO je

402 +2a+1 4-{5—3+1 [F—-5+1 =52 3
22a+1)2  2-(1-3)2 2.

I N
|
N

2. Ja ducmo onpenuiu f(g(—2)), najupuje hiemo onpenuru Bpujeauocr g(—2) :

. [ —2m . ™ . 1
g(=2)= sm( T ) = sin (—E) = —smg =-3

JenHocraBHUM yBpIITaBameM JI00Hja CE

Flg(~2) = f (—%) = (—;) _3. (_;) -l

3. Osmaunmo ca n yKymaH Opoj yYeHHKa KOjU Cy pPaJIMjid MHCMEHY BjexKOy.

Jacuo je ma je n jenmak 30upy Opoja ydueHuKa KOjU Cy yPaJWiid CBa TPU 33/IaTKA,
Opoja yd4eHHKa KOjHU Cy yPaJMJId Ta4dHO jeJlaH WM Ta4HO JBa 3aJaTKa U Opoja
YUYeHUKa KOjU HUCY YPaIduiu HUjelaH 3a1aTaK.
W3 3amarka numamMo ma je Opoj yUYeHWKa KOjU Cy YPaIuju CBa TPHU 3aJaTKa jeTHAK
14, 5poj yueHnKa KOju ¢y PUjEITNIA TAIHO jeIaH N TATHO JBa 3agaTKa je 32%n =
0,32n, a Opoj yueHnKa KOju HUCY PUjEINNIN HUTH jemaH 3amaTak je 12%n = 0, 12n.
Crhujenu na je

144+ 0,12n 4+ 0,32n =n < 14 =0,56n <= n = 25.

4. IlocmaTpana jenHadnna JjedUHUCAHA je 32 CBE PeaJiHe BPHUjEIHOCTA & >
3, ma caMo TakBa pjeriema JoJasze y 0do3up. Kopucrehu cBojcTBa jiorapuramcke
dyukumje

1
log,m b= —1log, b u log,b" =nlog,b, 3aa>0,a#1,b>0,m=#0
m
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JlaTa jeJHAYMHA ce MOXKe 3alUCaTh Ha cibejehu HaduH
log, 1 (x — 3) =logy-1(x + 3)
IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca
—2logy(z — 3) = —logy(z +3) <= logy(z — 3)72 = logy(z +3) .

aKJjie, Tpeda J1a PUJeIuMo jeIHadYnH
p puj J y

_ _ 1 1
(z-3)?=(z+3)"! = CEE Rt

Mmuozkehn nocsbe/mmy jegaakoct ca (. —3)2- (z+3), npuuemy je(x—3)2-(x+3) # 0
JodujaMo

2

r+3=(2-3)? <= 243=2>-62+9 <= 22=T24+6=0 <

<— (z—-6)(z—1)=0 <= z=6Va=1

Kako camo pjeriemse x = 6 npunasa objactu gedunucanoctu (3, +00), modujamo
J1a je 30up pjererma moJia3He jeTHadInHE jeAHaK 6.
5. Tpeba sia oipe MO BPUjeIHOCT PEATHOT mapameTrpa m # 1, Tako ma jeaHa-
quHa
(m—1)z2—2me4+3=0

“Ma peaJiHa pjeliema CynpoTHOr 3HaKa. JIpyrum pujeunma, Tpeda 1a oapenumo m,
IO, YCJIOBOM JIa je
D>0unzi2s < 0,

npu yemy je D quckpuMuHaHTa TIOCMaTpaHe KBajpaTHe jegHadnte. Kopucrehu ja
je IMCKpUMHHAHTA KBaIpaTHe jenHadnue ax’ +br+c = 0 jenmaxa b? —4ac, cnmjenu
aa je

D >0 < 4m*=12(m —1) >0 < 4m? —12m +12 > 0.

Muoxkehu mocsbeiby HejeIHaKOCT ca, %7 JI00MjaMO HejeTHAUUHY I10 1M
m?2 —3m+3>0.

JuckpuMuHanTa KBaApaTHe jeqnaunae m? —3m +3 = 0 je —3 < 0, a 360r koedu-
IUjenTa Koju CToju y3/m? u KOju je TIO3UTHBAH, CIHjem a je hyHKIuja

y=m?—3m+3

[TO3UTHUBHA, 38, CBaKy BPUJEIHOCT PEAJHOI IapamMerpa m, Ia Cy pjellermha HejelHa-
amae m2 <~ 3m + 3 > 0 cBu peasHu SpojeBH M.
Kopucrehn Bujerose dopmyite, ycaoB z1z2 < 0 eKBUBaJEHTAH je ca

3
m—1

<0 <= m—-1<0 <= m<1 <= me(—o0,1).
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6. Axo ca P o3HaunMO MOBPIIUHY JATOT POMDa, Taja je

_ dids
)

P

=24 <— d1d2 = 48,

pu deMmy cy di u ds peioM Iy:KWHE Iherose ayzke u Kpahe amjaroHaste.
W3 TekcTa 3a/1aTKa CIUjean 1A je

dy =dy + 2.
¥Yepmrasajyhu d u3 noc/beiibe jeTHAKOCTH y jeqHakocT didy = 48, modujamo
(dy +2)dy = 48 <= dp® +2dy — 48 = 0 ==

< (d2+8)(d2 —6) =0 < dy = =8 V.dy =6.

Kako je dy myxuna aujaroHajie y mocMaTpaHOM poMOy; ciaujenu ja je ds > 0, ma

je do = 6 jemmaum moryhwm ciaydaj u mpu Tome je di = 8.

IToznaro nawm je s1a ce gujaronase y poMOy OJIOBE TOJ ipaBuM yryioMm. [locmarpaj-
di

Mo npasoyrim Tpoyrao AOB (Ciuka 2). Kako je - = 4, %2 = 3, To je

a? =42 + 3% = 25,

oJlakJie CJIMjeu Ja je JAy’KUHa CTPAHUIE IIOCMATPAHOI poMda a = 5, Ia je Heros
oouMm O = 4a = 20.

Cauka 2: 3agaTtak 6.

7. Yersoporudpenn naguHIpoMu cy opojesu obimka abba. 3a a MOKeMO n3a-
Sparu duso kojy nudpy u3z ckyna {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, jep a kao upsa mudpa
dpoja He cmuje dbutn jenHaxa 0. 3a b MoxkeMo uzadparu OUJIO KOjy 1udpy U3 CKyIa
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Ha ocHOBY npuHIMMIIA IPOU3BOJA CIMjEIN @ je YKYIIaH
Opoj yeTBOpOLIMMPEHNX TAJTUHIPOMA

10 -9 =90.
8. Kaxo Bpujesn dopMysa 3a KOCHHYC JIBOCTPYKOT yIia COS2T = COS?x —

2 &, camjenu 1@ je jesHAYMHA U3 33]aTKA €KBHBAJCHTHA jC/IHAUMHI

sin

sin 2z = cos® 2z — sin? 2z.
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VI3 OCHOBHOT TPHIOHOMETPH]jCKOT HIEHTHTETa je cos? 2x = 1 — sin? 2z, ma 3aKJby-
qyjemMo J1a Tpeda Jia BpHUjeIu

sin 2z = 1 — sin® 2z — sin® 2z.
Jaxje, TOBOJHHO je PUJEIIUTH jeTHATUHY
sin2z =1 — 2sin? 2z
ma unrepsany [0, ]. Yeonehu cmjeny sin2x = ¢, mperxoana’jefjadanna ce CBOIH

Ha jeTHAYUHY
22 +t—1=0.

Pjemema oBe kBajipaTHe jeHavqnne Cy

1+ VI+8  —1£3
- 4 B

t12

OJlaKJIie Cy

tlzil/ltgz—l.

Crora, Tpeda Hahu pjeriema jeHAINHA
. 1 !
sin 2r = 3 u sin2xz = —1

ma, unrepsary [0, 7).
3 npBe jennaunne je

2m:%+2k7r <— x:1+k7r

njaim 5 5
2x:§+2k7r = mzl——&-lm,

JIOK je U3 JIpyre jeJlHaYnHe
2x:—g+2k7r = xz—%—kkm

pu 4eMmy je k € Z. YBpmraBajyhu BpujeamnocTu 3a k, 3aK/bydyjeMo J1a Ce Yy HHTeP-
asty [0, 3] Hasase camo 2 pjemema: 75 u 2.
9. Oxpesmmo peasiHe Opojese = u y 3a Koje pujeau (2 + 3i)x + (3+2i)y =1
OJTHOCHO
20+ 3y +i(3x 4+ 2y) = 1.

JlBa KoMILIeKCHA Opoja Cy jeqHaka ako Cy UM Je/IHAKW PEAJHU U UMArnHAPHU
[IUjesIoBH, onakie cnujenn aa je Re (22+43y+i(3z+2y)) = Re (1) u ma je Im (2z+
3y +i(3xz 4 2y)) = Im (1). Jakae, Bpujene jennaxoctu

2r+3y =1,

3z + 2y = 0.
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Tparkene x u y /100HjaMo Kao pjelierha IPEeTXOIHOI cucTeMa jepnadnta. Muoxxehn
MIPBY jeIHAYUHY ca -3, a APyTy jeqHadIuHy ca 2, Te cadbupajyhu Te maBuje jeHadme,
JIOOMjaMO HOBM CHCTEM jeTHATHHA

2r4+3y =1
-5y = —3.
Oparne je y = %, ma je x = —%y = (—%) . (%) = —%. Chujemn na jeax —y = —1.

10. Jemnauuny kpyxuune 22 4y? —2x+4y—13 = 0 MorkeMo 3aIMCaTH y OIIIITeM
06Ky Kao (z —1)2+ (y+2)? = 18. Jemnauuna tanrente kpos tauxy M (zg,yo) Ha
KPY’KHUITLY YHja je je[HaumHa y OIIITeM 00Ky 3aj1aTa ca (€ — p)? + (y — q)? = r?
je

(& —p)(xo —p) + (y — a)(yo — @) ="
Opatiie ciaujequ a je jeaHadnna taHredre kpo3 rauky M (—2;1) Ha KpyKHuUIiy u3
sanarka (Cnnka 3)

(z—1D(-2-1)4+(y+2)(1+2) =18,

Tj.

y=x+ 3.

Cauka 3: 3agarak 10.
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10.

. . . 3 x
. Pujenmurn excrionenmmujammy jemmaunny (%) - (57

3agau

-1
. OfpeuTH BpHMjeIHOCT U3pa3a a—ll + b%l, ako je a = (14++/2) ~mwb =

(1-v2) .

. Axo je f(x) = 23 + 32 + 5, onpemurn f(—x — 1).

. OcHoBa mpaBe pu3Me je IPaBOyraoHUK 4uje cy crpanuiie 6¢cm u 8cm. Bucuna

npusMe je jegHaka aujaroHasu ocHope. Kosiuka je 3ampemMuHa Te mpusmMe?

49\% _ 49
) =5

. Heka cy z1 m x9 pjemema KsajgpaThe jeanadmne a2 — 4x + 3(k — 1) = 0.

OipeiuT BpUjeHOCT peaJiHOr napaMerpa k, 3a Koju Baxu r1 — 3xo = 0.

. Y HEKOM apUTMETUYIKOM HU3Y MPBU JIaH je 4, a ocmu wiaH je 25. V3padynatu

Cymy Tpeher " I1eTor 4jiaHa TOI' HU3a.

. Konuko ce neronudpennx npupoiHux OpojeBa MOoxe HammucaTu kKopucrehu

mudpe n3 ckyna {1,2,3}, ako ce nudpa 2 nojapbyje TadHO JBa MyTa’

. Ompemuru jequaduny 1pase p Koja nposasu Kpo3 Tauky A(3,—7) u ca Koop-

JWHATHUM ocaMa y TpelieM KBaJpaHTy o0pa3yje jeqHAKOKDPAKH TPOyTao.

. Uspaaynaru 30up pjertema jemaadunse sin2z + cosx = 0 koja mpumamajy

uHTEpBALY [—T, 7.

142
11—z

, 3a z = 3i, IPU YeMy je ¢ UMaruHapHa

N3pauynaTu BpHUjeIHOCT U3pas3a ‘
jemHATIA.
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Pjemmema

1 1 - -1
F+bj=a+b=(1+«/§) L 1-v2)
1 1 1-vV24+1+v2 2

= 2.

T14V2 1-VE 1+ vD(i—vR) 12

2. Akoje f(z) = 23+ 3z 45, onga je f(—z—1) = (—z=1)° + 3(—z — 1) +5.
Ha ocuoBy dopmyite 3a Kyd durOMA

(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b,

nMaMo Jia je
(—z—1)> = —2% - 32% — 3z — 1.
W3 Tora caujean na je

fl—x—1)=—2*-32> ~3x-1-32r-3+5=—2° 327 — 62+ 1.

3. Hexka cy crpaHuIie mpaBoyraoHUKa y OCHOBU IIOCMaTpaHe IpusMe a = 6 cm u
b = 8 ¢cm (Cauxka 4). Kopucrehu I[Turaropuny Teopemy, iujaroHasia IpaBoyraoHIKa

Yy OCHOBH IIPHU3ME je
d= /624 8% =100 = 10.

Kako je Bucuma mocmarpare mpusMe jeJHAKa JTOOWjEeHO] MUjaroHasIn IpaBOyTaoH!-
ka, To je H = 10 cm. Kopucrehu dbopmysy 3a 3anpemuny npusme V = B - H, raje
je B mospmuHa da3e Te mpusMe; J00MjaMO Jia je TpaxKkeHa 3anpemuna V = B- H =
a-b-H =480 cm?.

Cauka 4: 3agarak 3.
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4. Kako je

) (B -G8

TO Ce II0JIA3HA jeJJHAUMHA CBOJU HA jeHAUHHY

() =5-()

OpaBne youaBaMo Jia je © = 2 pjelemne oJIa3He jeJHAInHE.
5. Kopucrehu Bujerose dopmyiie y kBajpaTnoj jeanaanin x2 —~4x+3(k—1) =
0, modmjamo 1a 3a HEeHA PjeIlema T'1 U Ty BAXKA

I1+l‘2:4.

Kako Tpeda ma ompenumo BpujeIHOCT peasHOr mapaMeTpa k 3a Koje BaxKu

T — 319 =0 <= z1 =329

BUJIMO JI& BPUje I

drog =4 < x9=1.

Kako je zo pjemieme mosa3ue jemnadnne, TO BPUjean

1-443k—-1)=0 <= 3k-1)=8 = k-1=1 <<= k=2

6. Heka je (ap)neny JaTu apurMernuku Hu3 u d meroa pasjmka. IIpema
yCJIOBUMa JaTUM y TEKCTy 3aJaTKa Bpujean na je a; = 4 u ag = 25. Kako je
ag = a1 + 7d = 25, 3akspydyjeMo jia Mopa dutn 4 + 7d = 25, ogrocuo d = 3. C 00-
3UPOM Ha TO JIa jé apUTMETHYKI HU3 Y HOTILYHOCTU Je(PUHUCAH IIPBUM YJIAHOM TOT
HU3a a1 U pa3iuKoM d, jpoduja ce jia je cyma Tpeher u meror wiaHa IIOCMaTPAHOT
APUTMETUYKOT HU3A jeTHAKA

a3 +as=a1+2d+a; +4d =2a; +6d=2-4+6-3 =8+ 18 = 26.

7. IIpsu navwur. C0d3UpOM Ha TO J]a HAC MHTEPECY]Y HeTONMMOPEHN IPUPOIHA

OpojeBu Koju y cBoM 3amucy kopucre mudpe u3 ckyna {1,2,3}, a Kox xojux ce
mudpa 2 mojasibyje TagHo 2 myTa, MOTyhu cy ciaydajeBu raje ce nudpa 2 jaBiba Ha:

MPBOM U JIPYIOM, IIPBOM U TpelieM, TPBOM U Y€TBPTOM, IPBOM U TIETOM,
IpyroM u Tpehem; JpyroM M 94eTBPTOM, JIPYTOM U TIETOM,
Tpeliem m yerBpTOoM, Tpehem u meTom,

YeTBPTOM U II€TOM MjeCTy.

To je ykymuo 10 pa3nmuuuTuX ciaydajeBa, a 3a CBaKHU OJ THX CJIydajeBa MOXKe Jia ce
3aIuIIe 110 8 PasInInTHX neronudpennx dpojesa, dmje cy udpe n3 ckyna {1,2, 3},

HIID.

y TPBOM cjaydajy rije ce mudpa 2 mojaBibyje Kao mpBa u apyra mnudpa, Ty

ce ka0 Tpeha, gerBpra n nera rudpa MOXKe [I0jaBUTHA UCKJBY4InuBO Iudpa 1 mm 3,
a ©MaMoO yKYyIHO 2 - 2 - 2 = 8 pa3auvuuTux OpojeBa y ToM ciaydajy. Jlakmie, yKyman
Opoj mocMaTpaHuX meTOMpennx NpupoaHux opojesa je 10 - 8 = 80.
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Apyru nawun. Bpoj m3dopa nBuje mozunuje 3a mudpy 2 y merornudpeHOM IpH-
poHOM OpOjy MMa MCTO KOJIMKO M JIBOYWJIAHWX IIOJICKYTIOBA CKyIIa ca b ejeMeHara,
Tj. (g) = 10. Ha npeocrase Tpu nosuiiuje y mocMaTpaHOM II€TOIU(PEHOM OPOjy
croju wim 1udpa 1 wim mudpa 3, n1a Hac UHTEpPecyje KOJUKO MMa TPOIuPeHnX
OpojeBa koju y cBoM 3amucy Kopucre mudpe u3 ckyna {1,3}. Ipunmmmom apon-
3BOla J100Mja ce j1a THX OpojeBa mMma 2 -2 -2 = 8, 1a ce MPUHIMIIOM CyMe 100uja, J1a
je ykymaH 0poj merorudpeHnX MPUPOAHUX OPOjeBa HAIMCAHUX Kopucrtehu rudpe
u3 ckyna {1,2,3} jeanak 10 - 8 = 80.
8. JemmauwHa mpase p Koja mposiasu Kpo3 tauky A(z1,y1) je

y—y1 = k(z —21),

npu emy je k KoeUIMjeHT IpaBIia IocMaTpane npase, Tj. k = tg a, raje je a yrao
KOjU TPaJIM JIaTa IpaBa ca MO3UTUBHUM cMjepoM x - oce. Cimjen ja je jeiHavdnHa
npaBe Koja poJia3u Kpo3 tauky A(3, —7) obiuka y+7 = k(z—3). Kako nara upasa
odOpa3yje jeJHAKOKpaK! TPOyrao ca KOOPJMHATHUM ocaMa y TpeheM KBaJIpaHTy, TO
Cy YIVIOBU TOT ITPABOYTJIOT TPOYTJIA

o = 45°, B = 45°, 4 =90°,

& OYMIVIEJHO yTao KOjH IOCMATPAHA [IPABa IPAJH Ca MIO3UTUBHUM CMjEPOM T - 0Ce
uzHocu 180° — 45° = 135° (Camka 5).
Kako je

tg 135° = -1 <= k= —1,

TO TpaKeHa jeJHauYNHa IIpaBe IVIacu

y+7=—(r-3) <= y=—z—4.

Cnumka 5: 3agarak 8.
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9. Kopucrehu dpopmysy 3a cuayc ABOCTPYKOT yTiIa, MOJA3HY jeJHAINHY TPAHC-
dopmumemo Ha cibeaehn HATHH

sin2z +cosx =0 < 2sinzcosx + cosx =0 < cosz(2sinz + 1) =0.

Hakie, 10BoJbHO je pujenmtn jenHaunny cos z(2sinz + 1) = 0. Iocseenmba jenHa-
KOCT BPHjEIH aKO M CAMO aKO je

1
cosx =0V2sinz+1=0 < cosa::()\/sinx:—i.

Ha unrepsary [—7, 7| Bpujenu ga je cosz =0 <= r=~5 Vo= 7.
Takobe, Ha unTepBaNy [—7, 7| BpUjeu Ja je sinz = —% — = —%’r Vr=—F%
U3 uperxomnor ciujean jia je 30Mp pjellema jare jelHauuHe y uHTepBajLy [—, 7]

jeaHnak

10. Moxayo kommiekcHor Opoja z = a + bi je jemmak |z| = va? + b2. Kaxko je

2| _ lal
Z9 |22|7
TO je
14+3i|  [1438] V10
1-3i| J1=3i  Vi0
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10.

. OzpenuTu peajHu IO KOMILIEKCHOT Dpoja

3agau
: a+a_171 a—a ' . a” !
. Uzpauaynaru Bpujeamoct uzpasa ( T a+a,1+2) e

. Kaga je 20% kante mpasno, oHa cagp:ku 15 qurapa Bojie BUINE HETO KaJja je

20% kanTe myno. Konmko smrapa Boje MOXKe CTATH y IIyHY KaHTy?

. Axo je f (ﬁ) = (%)2, A3padyHATH f(%)

m, r7je je ¢ MMaruHapHa
jeuHAIA.

. Ucnuratu ma U Mame pjernerhe eKCIIOHEeHIINjaTHe e THATIHE

5771 +5.(0,2)* 7% =26

npunaa uarepsaiy (0, 2).

. Ako cy Opojesu 3,x1, X2, %3, T4, 13 y3aCTOIHU YJIAHOBU APUTMETUYKOD HU3A,

KOJIMKA je BPUjEeHOCT 30upa 1 + To + T3 + 47

. UspauynaTtu 30up moBpIMHA CBUX KBaJparTa y PaBHU YHja Cy TjeMeHa TadKe

0(0,0) u A(1,3).

. Oppenuru BpujeIHOCT U3pas3a (1 — sin %) . (1 + sin %) .

. Uzpauynaru Mjepy oIITpOD yIila poMda ako je JIy>KHHa I-eroBe CTPAHUIIE

jeTHaKa KBaIPATHOM KOPHjeHy IMPOM3BOJa TyKWHA HEeTOBUX JIUjaroHaa.

Ha kosnuko nauuna ce us ckyna {1,2,...,39,40} mory uzabparu Tpu pasiu-
qnTa Opoja TakBa Ja MM 30Up Oyie HenapaH Opoj?
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Pjemmema
1. Nmajyhu y Buay ma Bpujean
A +1=(a+1)(a®>—a+1),

JaTu u3pas3 TpancopMuieMo Ha cibegaehn nadun

a+al-1 a—at . a”t
a+a2 a+a14+2) 14+al

aril aiy
_( “t % a+i+2>:1+;

a’—a+1 a’—1 1
< aﬂéu - a2+;a+1> %
_(a(az—a—kl) a?—1 ) 1

a’+1 a?+2a+1) a+1

a(a® —a+1) (a—1D(a+1)\ a+1
:((a+1)(a2—a+1)_ (a +1)2 ) 1
:(ail_Zi)'(a“):a’%'(aH)
a—a+1 p

p— (a+1)=1,npu yemy je a # —1 u a # 0.

2. Heka je z Opoj surapa Boge y myHoj Kantu. Ako je 20% xanTe pa3Ho, OHJA
je 80% wanre myno. Ha ocuoBy Tora Moxkemo mocrasutu cibeiaehy jennadanmy

0,8 2=0,2-2+15.

CpebuBarem jennaunne jgodujamo ga je 0,6z = 15, omakie je x = 25.
3. Ysomumo cumjeny —f5 =t. 3a x # 1 spujenn x = t(x — 1), omaxie nodujamo
Ja je

t
=—, t#1.
= tF
Hase n3 jennakocrn f(-2) = (22£)2 nobujamo

9ot \?2 2t—2—¢\ 2
f(t) = (tt_i> = (;;14) = (t—2)%
-1 —1

Haxne, 3a x # 1 nodujemo na je f(z) = (x — 2)%2. YspurraBameMm BpPHjeHOCTH

z =1 nodujamo
2 2
1 1 3 9
f — = —_ — 2 = —— = —.
2 2 2 4

2
Hpyru nagun: Tlpumjernmo na yspmrasambeM spujegnoctn = —1y f(-%5) no-

bujaro aa je NN e e
1(5)-(55) - () -5
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4. Hexa je z = Kopucrehn jennaxocr

(a + ib)(a — ib) = a® + V7,
Opoj 2z MOXKeMO 3alucaTh Ha Cjhbeaenn HaImH
L 1 2-V5-i/3 _ 2-V5-iV3
2—V6+iv3 2—V5—-iv3  (2—V5)2+ (V3)?
2-v5-iv3 2-V5-iv3 (2-V5)~iV3
T 4454543 12-4v5 4B B)

Peasnu nno komiuiekcHor opoja z je Re (z) = 4(21‘/55), JIOK je MMATMHAPHU JIHO
Im (2) = —4(3‘{3 Nk Kopucrehu ce dpopmynom 3a pasiauky KBajpaTa peajHu U0

MO2KeMO JJaJbe palruoHaJInCaTUu

2-v5 3+V5 _ 6+2/5-3/5-V5

Re (2) = . =
43—+5) 3++5 4(32 2 /5%
6—v5-5 1-+/5
409-5) 16
5. Ilonasny jenHavYMHYy MOXKEMO CBECTH HA 0] EKBUBAJIEHTY j€HAYNHY
1
-1 -
Ha, OCHOBY KOje Jiajbe JTI00MjaMo
5% ~125
— 4+ — = 26.
5 + 5%

MHoKemeM MpeTxojiHe jeHakocT ca 5% modujamo

521
?+125:26~5'T.

VBohemweM cMmjene 57 =t y IPETXOIHY jeIHAYMUHY J00MUjaMO jeTHATnHY

t2
4125 = 26t,

KOjy Jajbe cBoamMo Ha t2 — 130t + 625 = 0. PjemapameM KBaJpaTHe jeTHAUMHE
nodbujamo na je t1 =5 u to = 125. Bpahajyhu ce mazan y cMmjeny modujamo cibemehe
memje jemmaxume 5% = 5 mw5* = 125. U3 mpse jeamaumHe modmjamo ma je 5T = 5l
omuocHo x = 1. VI3 apyre jeanaunue nodujamo ga je 5 = 125 = 53, onnocHo = = 3.
Taxmne, jemmaqniia 521 +5-(0,2)*~2 = 26 uma jBa pjemema, © = 1 u x = 3. Mame
pjememe, © =1, npunazga uarepsasy (0,2).

6. O3HavMMO NpBU YJjIaH IOCMATPAHOr APUTMETHIKOr HU3a ca Ty = 3. AKo ca
d 03HAYNMO PE3NKY apUTMETHIKOT HU3a, OHJIA CY HAPEIHU YJIAHOBU TOT HU3A:

r1 = 29 + d,
o =21 +d=1z0+ 2d,
T3 = xg + 3d,
T4 = o + 4d,

T5 = x9 + 5d = 13.
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W3 nocsbeive jenadnne godujamo na je d = 2. Yspmrasajyhu d = 2 y nperxojipe
dopmyste modujaMo ma cy HAPEIHU WIAHOBHU HUA3A

T1 =05, xo=7, x3=9, x4 =11.

Ha ocuoBy Tora modujamo 1a je
Iy +£L‘2+$3+(£4:5+7+9+11 = 32.

7. Pazyiukyjemo ciydajepe kajia je OA crpanuma KBajpara u Kajga je OA
nujarorasa Keazapara. Ha Counu 6 cy npukazanm kBanpatu OABC, OEDA n
OGAF. OBa Tpu KBaJipara IpeJCTaB/bajy CBe KBaJIpaTe y PABHU Uhja Cy TjeMeHa
trauke 0(0,0) u A(1,3). Ksagparu OABC u OEDA umajy 3ajeJHUUKY CTPAHUILY
OA, na cy mHUXOBe MOBPIIUHE je/IHAKE U M3HOCE

P(OABC) = P(OEDA) = [OA

Jakiie, 1a ducmo uzpadynau nospiiunne keaapara O ABC u OE D A, ipso MmopaMo
u3padyHaTu pacrojame usmely ravaka O u A. Kopucrehiu dhopmyity 3a pacrojame

&V

Cnuka 6: 3agarak 7.

n3meby aBHje Tavuke J00MjaMo J1a je

|0Al = /(0= 1)2+ (0 — 3)2 = V1+9 =10,

onakye nmamo Ja je P(OABC) = P(OEDA) = 10.

Haswe, nopumna keajapara OGAF jennaka je |OF |2. Hyx OA je nujaronasa
kBasipata OGAF, 11a je |OA| = |OF| - /2. Ha ocnosy Tora je |OF| = % = /5,
na je P(OGAF) = 5.

HaxJie, 35up noBprinHa cBUX KBaJjpaTa y paBHu uuja cy tjemena tadke 0(0,0) u

A(1,3) e

P(AOBC) + P(OEDA) + P(OGAF) =10+ 10+ 5 = 25.
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8. Kopucrehu dopmyiny 3a pasinuky KpaJpara U OCHOBHH TPHUNOHOMETDHUjCKH
WJICHTUTET, JIATH U3Pa3 MOKEMO HAIMCATH Ha cJbejelin HadnH
— LT Lo T
(1 —sin=)(1+sin=) =1 —sin? = = cos? =.
8 8 8 8
IIpumjerom dhopmysie 38 KOCHHYC MOJOBUHE yTJla MPETXOJHU U3pa3 ¢e CBOJAM Ha
001K
1+ cos
5

COS™ — = COS

8

s
2 T 24
2

Kako je cos T = g, IMAaMO Ja je

c0821:1+§: 2+2ﬂ:2+\/§
8 2 2 40

9. Axo ca @ o3HAYMMO JyKWUHY cTpaHure, ca di u dy O3HAYMUMO JIyXKHUHE JIU-
jaronaJsia u ca « 03Ha4UMO Mjepy omrpor yria pomda ABCD (Chuka 7), taga ce
HOBPINKHA poMba MOKe M3padyHaTu Ha c/bejeha JiBa HaduHA

_ dyds 5

=a’sina.
2

P

V 3azarky je mato ga je a = v/dids, omakie mobujamo na je a’ = dids, ma je

D C
do
dy
e
A a B
Cmuka 7: 3agarak 9.
nospimmaa pomdba P(ABCD) = % = a?sina. Ha ocuoBy Tora nodujamo na je

sina = %, mna je o =:30°.
10. ¥ ckyny {1,2,...,39;40} numamo 20 napuux u 20 Henapaux opojesa. la ou
30up Tpu Opoja OMo HemapaH, MOpa OWTH 33aJI0BOJbEH TAYHO je/IaH O HapeIHA IBa

ycJioBa:

(a) Csa Tpu Opoja cy HemapHa;

(6) Jeman Opoj je HemapaH, a ocTasa JBa Cy HapHA.

Bpoj naumna Ha Koju u3 ckyna {1,2,...,39,40} moxkeMO u3abpaTu TpU HEIAPHA
6poja je (%) (on 20 nemaprnx Spojesa Supamo 3 5poja).
Bpoj naumna fa koju u3z ckyma {1,2,...,39,40} moxxemo uzabparu jejan Henapas

U [IBa mapHa Opoja je (210) . (220) (ox 20 menapuux opojesa dupamo 1 &poj u oz 20
napHUx Opojesa dupamo 2 5poja).
Hakue; ykynan 6poj HaunHa Ha Koju u3 ckymna {1,2,...,39,40} moxkemo nzadbparn
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Tpu Opoja TakBa J1a UM je 30Up HemapaH je

20 n 20 20
3 1 2
20! 20! 20!

31-(20—3)! | 11- (20— 1)1 21- (20 —2)!
©20-19-18-170  20-19! 20-19 - 18!

6171 10 918!
2019 - 18 20- 19
¢ TN

=20-19-3+4+20-10-19 = 1140 + 3800 =4940.
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10.

3agau

1 1
z—1 _ z2tad

1 .
2 T -x1 41, ako je x ="16.
rd+x x2+1

NzpauynaTu BpujesHOCT U3pasa

[N

. Ako ce 0dum KBazpara nosehao 3a 25%, 3a Konmko ce nosehasa moBpIIMHA

TOr KBaJIparTa’

. Heka cy « u 8 pjemema Kpajaparse jenaaunte x2 — 2z + 5 = 0. M3pauynarn

2 2
BpUjeHOCT U3pa3a %

. Kommutekcan 6poj z # 0 mMma CBOJCTBO Jia je HETOB PEASTHU N0 YETUPH

oyTa pehu O/ ’lberoBOI' UMarnHapHor ,HI/IjeJIa. O‘ﬂpeﬂI/ITI/I KOJIMYHUK peaJIHOI

U MMaruHApHOT Jujesia opoja z2.

Oppenuru 30up KyboBa pjelerma eKCIIOHEHIINjaJIHe jJeTHAUnHE
12167 —25-12% 4+ 12- 9% = 0.

OppenuTu 30up pjernerma JJOrapuTaMCKe jeTHATNHE log(VEFTH) _ 3
Apes p pje Jiorap jen oa( Vo=m0) O
Wspauynatn koedunnjeHT npasia CAMETPaJe AyXKH Uhje Cy KPAjibe TadkKe

A(=2,-1) 1 B(2,2).

. Konmko pjerersa mMa TPUrOHOMETPHjCKa jeHaunna sin 4+ cos x4+ 1 = 0 na

unrepsaiy (0,4m)?

Jly>KuHa noJiynpevHuKa KPyra OIUCAHOI' OKO IIPABOYIVIOI TPOYIJIA je 2, J0K
Cy Mjepe OINITPHUX yIJIOBA OBOr Tpoyriia y pasMjepu 2 : 1. Konuka je myzxknna
BHCHHE KOja O/[r'OBapa XHUIIOTEHY3U TOT Tpoyra?

Kosuko nma mecromudpeHux npupoHux OpojeBa y dujeM JAeKaHOM 3aIucy
mema nmdpe 17
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Pjemmema
1. Kopucrehn jemmaxocr ™ -z = ™1™ naru mspas ce TpancdopMune Ha
cibenehn maumu
r—1 z24zi z—1 23 (21 4 1)ai
3 T 1 x4+ 1= 1, 1 : 1 +1
1 +x2 w2z +1 x2(x1 + 1) 2 +1
—1 — 142241 z2(zz4+1
S Ih R Sk il . ] Gl b B Y A S
2 41 2 41 2 41

Jaxse, 3a & = 16 BpujeaHOCT MOMa3HOr M3pasa je /16 = 4.

2. Heka je O; odum kBajipara npuje noBehama, a) Jy»KUHA CTAHUIE KBAJIpa-
Ta npuje noseliama, Qo 0dbuM KBajpaTa HakoH nopehamsa 3a25% u ao AyKuHa
crpaHulle Kajpara HakoH nosehama. Tama je O = O + 0,250, = 1,2504,
onuocHo 4as = 1,25 - 4ay, 1O ject as = 1,25a;. Heka je P = a% IIOBPIITHA
KBajpara mpuje mosehama, a P, mospmmna KBajparta nHakon mosehama. Tama je
Py = a% = (1,25a;)? = 1,5625a% = 1,5625P; = P; + 0,5625P;. Jlak/e, moBpmaHa
KBajpara ce osehasa 3a 56, 25%.

3. aru uzpas3 MoKeMO 3aIucaT y cjbejehieM odJuKy

?+af+p2 a?+2af+p52—af (a+6)*—ap
a4+ (a+pB)(a2—aB+£2) (a+B)(a2+2a8 + 2 — 3aB)
(a—i—ﬁ)z—aﬁ

(a+B)((a+ B)? = 3ap)

Iomro cy a u 3 pjemmema KaapaTHe jeaaaxune x> —2x+5 = 0, oua u3 Bujeroux
dopmysia qodujamo 1a je a + =2 m o - f = 5. YspraBajyhu J1odujeHo y rope
HaBeJIeHy jeJIHAKOCT JI00MjaMo Jia je

(a+B)2—ap 4-5 1

(a+B)(a+p)? —3aB) 2(4-15) 22

4. N3 ycmoBa 3amaTKa 3aK/bYIyjeMO 12 TaTH KOMILIEKCAH OpPOj z MOXKEMO 3a-
nucatu y odiuky z = 4a + ia,a € R\{0}, ruje je ¢ mmarunapua jequauna. Tama
je

2% = (4a'+ia)? = 16a* + 8ia® — a® = 154 + 8ia*, a € R\{0}.

. . . 2
Jak/ie, KOMIIHUK. PeaJHOr I IMAarmHAPHOT Aujesa dpoja 22 je 185(1“2 = 1?5 =1,875.
5. Hara jenuaquna je nedunucana na ckymy D = R\{0} u ona je ekBupasienrna

JjeTHAYHA
1245 —25.3% .45 +12-3% = 0.

[Tormmro je 35 - 4% # 0 3a cBako = € D, iujesbebeM MIPETXO/IHE je[HATNHE Ca 3% 4%
J00HjaMo jeTHATIMHY
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8=
8|~

Heka je (2)* = t. Ilomro je t = (%)% # 0 3a ceako x € D, ouga je (5)* =

1 . .
(3) = = ( 1) T = 1, Ia ce IPETXOJHA je(HAUIHA CBOJM Ha je/[HATIHY

IS

12
7—254—1225:0.

3 moc/bebe jeHaunne J100MjaMo KBaapaTHy jemHadmmy 122 — 25t + 12 = 0.
Pjemema oBe jegnaciune cy

P 254+ +/625 - 576  25+7
b2 24 24
omakie je t; = % uty = %. Bpahajyhu nazan cmjeny jpodujaMo iBuje jeaHadnme,
(%)% =3u (%)% = 5. I3 npBe jeanaunue jobujamo pjerierne x1 = 1, 0K n3 apyre
je/iHadnHe 100ujaMo pjeriemne To = —1.
Haxute, jennagunna 12 - 167 — 25-12% +12- 9% = 0 uma g8a pjemema, xr1 = 1 u
x9 = —1. 36up KyboBa meHux pjemema je x5 + x5 = 134 (~1)3 = 0.
6. Jlara jeqnaumnna je gedUHUCAHA aKO Cy UCIIYH-EHU CJbeJlelin yCIOBH:
(a) 24+120 <= x> —1,
(6) Vr—40>0 < 2 —40>0 < =z > 40,
() log(¥z—40) #0 <= Yz —40#1 <= 2-40#1 < z #41,

Kako 3a © > —1 Bpujenn v + 1+ 1 > 0, oBaj ycioB ue naryamasamo. Jlakie,
Jary jejHaduHy pjemasamo Ha ckyiy D = (40,41) U (41, 400).

Nzpas log(:iﬂm ce MOXKe 3aIncaTu y cbesiehem oduky
log( ¥z—10)
log(Vz+1+1) log(vVoe+1+41) log(ve+1+1) 310g(\/33 +1+41)
log (/z — 40) log(x = 40)% + log(z — 40) log(z — 40) ’

IIITO 3HAYX 72 je MOJIa3Ha jeJHAYNHA eKBIBAJICHTHA jeTHAINHI

log(vVz +1+1)

log(z — 40)
[Tomro je log(z —40) # 0 3a cBako © € D, MHOXKEHEM II0C/bE/be jeJHAYNHE Ca
log(xz — 40) nodujamo jerHaINHY
log(vz +1+ 1) = log(z — 40),
KOja je eKBUBAJIEHTHA je/THAUHU

vVr+1+4+1=zx—40.

Ilocmenmma jemnadanna ce cBoau Ha jeqHaqdnny v/« + 1 = x — 41, u3 Koje ce HAKOH
KBaJIpuparma n cpehuBarma 1001ja KBaIpaTHa jeTHATNHA

z? — 83z + 1680 = 0.

Pjemema oBe kBajgparne jemmaumne cy 1 = 35 u 2o = 48. Ilomro je momasua
jemnauuna jedunucana 3a x € (40,41)U (41, +00) y 063up y3uMaMo caMo pjelierne
log(\/m—&-l-&-l) —3 je 48

ro = 48. Jlaxie, 30up pjelnerna jeHaqanHe log( ¥=10)
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7. Osunaunmo ca s cumerpaiy jayxu AB. [Ipaa s je HOpMaJiHA Ha TPaBy P
Koja upouiazu Kpo3 tauke AB (Couka 8).

Cnuka 8: 3agartak 7.

Kopucrehu dopmymny 3a jemnaunny mpase Kpo3 JIBHje TadKe J00MjaMo J1a je jeaHa-
YMHA TTPaBe P

2+1

1l=—+— 2
y+l=55@+2),
KOja ce CBOJIU Ha
3 +1
=-z+ .
V=49

Hexa je k1 xoedunujent mpasiia mpase p 1 HEKA, je ko KoeUIIMjeHT MpaBIia IpaBe s.
W3 jeaunbe mipaBe p 3aKjIydyjeMo Ja je ki = %. [Torrro cy nmpase p u s meljycobuo
HOpMAaJIHE, BpHujeau Ja je ki - ko = —1, omakie 3akipyayjeMo na je ko = —%. Haxe,
koeUIKMjEeHT TIPaBIa CUMeTpaJie AyKU duje ¢y Kpajime tauke A(—2, —1) u B(2,2)
je —%.

8. Kopucrehu ocHOBHI TPUTOHOMETPHUjCKH UACHTUTET JIATA jeITHATIHA Ce MOXKE
3amucaTu y 0bsuky 1—cos? x4+cosaz+1 =0, koju ce coau Ha cos>x—cosx—2 = 0.
VBozgehu cmjery cosx =t y IPEeTXOAHY jeHAUNHY JOOUjaMO KBaIPATHY jeTHAMUHY
t2—t—2 = 0, umja cy pjemema t; = —1 uty = 2. Bpahajyhn nazas cmjeny nodujamo
JBUje jeHadInHEe cosx = —1 u cosx = 2.

Kaxko cy spujensocTn cos z'eemenTn ckyna [—1, 1], apyra jeqaaqnna Hema pjere-
wa. [lorpedHo je pujemmurn camo jennauuny cosx = —1. Pjemema oBe jennadune
cy cBu Spojesn obsmka w4 2km, k € Z. Jaxune, jenpadnna sin z + cosz 4+ 1 = 0 na
unrepsaiy (0,47) uma 2 pjeriema: T u 3.

9. Heka je O medrap omnmcane Kpy>KHUIE, R MyKUHA TOIYIPEIHUKA OTMCAHE
KpyXKHUIe, h. IyKWHA BUCHHE Ha XWUIIOTEHY3y, a & U [ Mjepe OIITPHUX yTJIOBA
upasoyriior Tpoyrna CAB (Cauka 9).

VY 3amarky je gato ga je o : 8 = 2 : 1, ogakie ce moduja ma je = 2. Ilomro
y IPaBOYTJIOM TPOyTIly Baxu Ja je « + S = 90°, modbujamo ma je 26 + S = 90°.
Oparae je 8= 30°% a a = 60°.

Takobe, y paBoyrioMm Tpoyriy Baxku jJa je ¢ = 2R, omakje godoujamo na je ¢ = 4.
Bupnmo  na y upasoyrsiom tpoyriay CAB spujenn sin60° = £ u sin30° = % u3
gera ce 1oduja Ja je a = 2v/3, a b= 2.

[Mospmuny tpoyria C'AB mMoxeMo uzpadyHaTu Ha cjbejielia iBa HAYUHA

ch. ab

p="c Y
2 2
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B
he
)
C b A
Cauka 9: 3agarak 9.
oJlaKJjie JI00UjaMo A je
=232 g

10. Heka cy ca abcdef npencraB/beHU CBU MPUPOIHE MIECTONUMPEHN OPOjeBH y
qujem 3anucy nema mudpe 1. Ha npBy mosunmjy Opoja MOKEMO ITOCTABUTHU TATHO
ocam nudapa (cse nudpe ocum Hyste u jenuaune). Ha npyry nosunujy dpoja moxe-
Mo noctaBuTd TavHo 9 rudapa (duio Kojy mudpy ocuM jeaunune). AHaJIOrHO, 3a
cBaky csbesiehy mosunumjy umamo mo 9 moryhuocTn (MozkeMo m3abpaTu OHIIO KOjy
mudpy ocum jemunure). Jakie, ykKynan Opoj HpUpoJHUX mecTorudpeHux dpojesa
y umjem 3amucy Hema mudpe 1je 8-9-9:9.9.9 =895,
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10.

3agau

. Poba je xomrrana 80KM. Barum je nojedrunmina 10%, a nakon zora jour 10%.

Komuka je nujena pobe HaKOH CBUX TOjedTUHEHAT!

1 1 ab

. Uspaaynaru BpujemnocT nu3pasa (f — 3) -4

a a—b

. NzpauynaTu peajHu 0 KOMILIEKCHOT OpoOja %
. Axo je f(z +2) =z — 3, konmko je f(x —2)?
. Hahwu 36up pjemema norapuramcke jeapasiune log(z? + 19) —log(z — 8) = 2.

. OzpenuTu BpUjeIHOCTH IapaMeTpa m 3a Koje pjelllerha KBaJpaTHe jeIHaYnHe

22 — (m + 1)z + m = 0 3a70BO/baBajy yciaos £5 + a5 = 10.

Oxpenuru Opoj pjemiera TPUTOHOMETpUjcKe jemmaduue sinz(3 — 3sinz —
cos? z) = 0 ma unrepsaiy [0, 27].

. /IBa TjeMeHa jeTHAKOCTPAHUYHOT TPOYIVIA CMjEIITEHOT Y YeTBPTOM KBaJIpaH-

1y koopaunarae pasuu cy (0,0) u (450). Ogpeauru koopaunare Tpelier Tje-
MEHA.

. Jly»KuHa BHCHHE IPABUJIHE ITECTOCTPAHE THPAMIUJIE je \/3, a JTy?KIHa OCHOBHE

uBHIle dDa3e nupamuze je 2. Vlspagynarn 3anpeMuHy oBe IUpaMUJIE.

Bpoj mujaronasna korBekcHOr MHOroyrmia je 14. Oapeauru 30Up yHYTpaIIbUX
yIJIOBa, TOI' MHOI'OYTJIA.
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Pjemmema

1. Hakon npsor nojedrumema ox 10% nujera pode je 80 —0,1-80 = 72. Hakon
apyror nojedbrumerna ox 10% mujena pode je 72 — 0,1 - 72 = 64,8. [axse, HakoH
cBUX TojedTubEIHa MHjeHa pooe je 64,8 KM.

2.

1oLy, ab _bma ab 0 br0.a4b
a—> ab a-2»>

3. Tlomro je i* = 1, onma je i23 = (44)30 .43 = 43 =

jemmamia. Ha ocHoBY Tora mobujamo ma je

—1i, Taje je ¢ IMarmHapHA

123 —~i 3+4i 1-3 1 /3

(1—-i)(2+i) 3—i 3+i 10 10 10"

Haxkte, peaJHI TUO KOMILJIEKCHOT Opoja % je 1—10

4. Veogumo cmjeny z + 2 = t. Onasue je x =t — 2. U3 jennakoctu f(z +2) =
x — 3 mobujamo ma je f(t) = t — 5. Ha ocmoy tora je f(xr) = x — 5, na je
flz=2)=(x—-2)-5=a2-"17.

5. ITomro je 2 + 19 > 0 3a cako = € R, jata jeanauuna je peduHmcana
ako u caMo ako je x — 8 > 0. Ilakie, nara jegnadmaa je medWHUCAHA HA CKYILY
D = (8,400).

Jenaamna log(gc2 + 19) — log(x — 8) = 2.ce MoxKe 3anmcaT y OOJIHUKY

241
log <I v, 9> = log 102
-8

Ilocibenma jeqnavunHaa je €eKBUBAJICHTHA jeHATIHI

2+ 19

= 100.
x—8

[Momro je x — 8 # 0 3a cBako T € D, MHOXKEHEM IPETXOJHE jeJHadnHe ca T — 8
nobujamMo KBanpaTHy jenHaunny z° — 100z + 819 = 0. Pjemema ope jemHadumue
cy r1 = 9 u zo = 91. Kako oba pjemema npunajajy gomeny D, 30up pjernerma
jemmaumne log(z? + 19) — log(xz — 8) = 2 je 1 + z2 = 9+ 91 = 100.

6. Uspas z? + 23 MoKeMO 3ammicaTh y cibejehieM odmmKy

2 2 2 2 2
] + x5 =7 + 22120 + x5 — 2x120 = (1 + T2)° — 22129,

Ilomro cy 1 U/ T pjemema KBaIpaTHE jeHAMUHE T2 — (m+1)x+m =0, us
BujeroBux dbopmyiia nodbujamo ma je

i +ro=m+1luxy -9 =m.
VeprrraBajyhu 0BO y IPETXOMHO JI00UjeHy jeTHAKOCT JT00MjaMO Ja BPU)jeIn
2+ 22 =10 <= (m+1)* —2m = 10.

CpehuBarben 10CTbe/Ibe jeJHAKOCTH J00UjaMo KBajpaTHy jeanadauny m? — 9 = 0.
Pjemema oBe jemnaumne cy mi; = —3 u my = 3. Jakue, 3a m € {—3,3} pjemema
KBaspaTHe jennaunne 2 — (m + 1)z + m = 0 3aj10B0/baBajy ycitos o3 + x3 = 10.
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7. IIpousBoy jBa Opoja je jenHax Hy/IM ako U caMO akKo je dap jeflaH o TUX
opojesa jemmax mysm. To sHadm ma je sinx(3 — 3sinz — cos? x) = 0 ako W cano je
sinz = 0 mwm 3 — 3sinz — cos?z = 0.

Pjemewa jennaunne sinx = 0 cy OpojeBu obuuka xp = k7w, k € Z. Pjemema xoja
npunajajy uarepsaiy [0,27] cy 0,7 u 27.

2

Jennaumna 3 — 3sinz — cos” x = 0 ce MOXKe 3amuCcaTH y OOJUKY

2 —3sinz + 1 —cos®x = 0.
Haxon mpuMjere oCHOBHOT TPUTOHOMETPU)CKOT UIECHTUTETA, JOOUjaMO jeTHATUHY
sin?x — 3sinz + 2 = 0.

VBohemeM cMjeHe sinx = t y IPeTXoHY jeIHAYNHY JI00MjaMO KBaPATHY jeTHadn-
Hy
t*—3t+2=0.

Pjemema oBe xBajpaTne jennaunne cy t1 = 1 u ty = 2. Bpahajyhu nazas cmjeny
nobujamo jemnadmue sinx = 1 u sinx = 2. Kako ¢y BpujeaHocTu sinx ejgeMeHTH
ckymna [—1,1], npyra jenmaunna nema pjemema. Pjemema jeanaunne sinz = 1 cy
Opojesu obmuka x; = 5 + 2Im,l € Z. Crora, § je je/uHO pjeleme oOBe jeHaInHe
Koje mpunaja uaTepsaiy [0, 27].

Iakne, na unrepsaiy [0,27] jemnaunna sin z(3 — 3sinz — cos?z) = 0 uma 4 pje-
mema;: 0, 5,m, u 27.

8. Osmaummo ca O Tauxky uuje cy koopaunare (0,0), a ca A Tauky duje cy
koopaunare (4,0). Heka je a myxuna crpanurie jejgnakocrpanndaor Tpoyria OAB

(Cnuxka 10). Kopucrehu dbopmyiy 3a ynambeHocT uamely aBuje Tauke J00HjaMo Ja

Ly

0(0,0) a A(4,0)

&V

B

Cauxka 10: 3agarak 8.

jea=4/(0—4)2+(0-10)2=4.
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Axo ca (z,y) o3HauuMo KoopauHaTe Tauke B, Taja Bpujean
a=d(0,A) =d(0,B) =d(A,B),

OJTHOCHO

Vaz+y2=/(x—4)2+y2 =4
W3 nocpenmux jeHAKOCTH 100MjaMO CUCTEM Off JBUje jeHAYUHE Ca IBUjE HEIo-
3HaTe

22 +1% =16
(x —4)% +y? = 16.

Opny3umajyhu npBy jemHauuHy o ApyTe T0OMjaMO jeTHATUHY
(x—4)* — 2% =0.

CpebuBamem oBe jennadune noouja ce jepnadnna 8z = 16, u3 koje jodujamo ja je
x = 2. Yepmrapajyhu o = 2 y jemnaunny 22 + y? = 16 mobmjamo 1a je y1 = —2v/3
u Yy = 2v/3. TomTo je y 3a1aTKy HABEIEHO Ja je TPAXKEHH jeJHAKOCTDAHITHI
TPOYTao y YEeTBPTOM KBaJIPAHTY KOODIWHATHE PABHHU, 3aK/bydyjeMO Ja Tadka B
Mopa uMaTH Koopaumare (2, —24/3).

9. Banpemuny nupamujie padyHamo 1o popmyan V = %B H, raje je H nyxuna
BHUCHHE TUpaMue, a B mopiuna MHOroyria y 6a3u nupamusie. basa nmupamuse je

a

Canka 11: 3amarax 9.

IpaBUJIAH TIecToyrao upuie a = 2. IlomTo je mpaBmiaH mecTtoyrao cadumeH o, 6
jemnakocrpanngnux TpoyriaoBa (Ciuka 11), TO je mMOBpIIKHA MIECTOYIJIA Y OCHOBH
upaMuzIe

@?V3 _ (4V3 _ 6v/3.

B=6
4 4
Ha ocnoBy Tora modujamo 1a je 3ampeMuta TupamMuIe
1 1
V=_BH=~ 6/3-V3=6.
3 3
10. Heka je n Opoj crpanmiia KOHBEKCHOT MHOroyTya. U3 dopmysie 3a Opoj
JIMjaroHasa KOHBEKCHOI MHOIOyIVIa JOOHWjaMo ma je w = 14. Cpehusamem
OBe jeJIHAKOCTH JI00MjaMo KBajpaTHy jemnaunny n’ — 3n — 28 = 0. Pjemema ose
jemunaunne cy n; = —4 u ng = 7. Ilomro n upeacrasba Opoj CTpaHUIA KOHBEKCHOT

MHOI'OYyTJIa; 7 MOpa OUTH MO3UTHUBHO, 11a je n = 7. Jlakie, 30up yHyTpaIIux yrioBa
HocMaTpaHor MHoroyria je (n — 2) - 180° =5 - 180° = 900°.
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Jyn 2018.

10.

3agau

. YopocTutu u3pas

e 1Y (z 1, 1\] (z-y)+dey
oz vy =z 1+

. Ha nogerky ce 50% o yKymHe KoJm4auHe BOJE y IUCTEPHU U3/uje y DaseH,

sarum jormr 100 smmrapa m Ha Kpajy jom 5% o mpeocTajie BOAE Y MUCTEPHH.
Tume je momuto mo nopehama kKoamuuHe Boje y bazeHy 3a 31%. Ako je y
nouerky ouso 2000 smrapa Boje y 6a3eHy, KOJUKO JINTAPa BOJIE je Ha MOYEeTKY
om0 y nucrepHu?

. Oppenuru 5poj pjeremha TPUTOHOMETPHJCKE jETHATHHE

2cosx — cos2x —sin2x =1,

y unrepsany [—%, 5].

. OmpenuT KOMILIEKCAH OPOj

1.!,.2\/3 2018
1—iV3 '

. OmpenuTu TpOU3BO/L pjellierha JIOTADUTAMCKE jeTHATIHE

log, |22~ 1| = log /= |-

. Oppenuru ckyn pjerierma eKCIIOHEHIHjaIHe HejeTHATNHE

3% 4 3=l < 3.

. ujaronane jemaaxokpakor Tparesa cy mehycobno nopmasae. Oqpesuru mo-

BPIIUHY TOT TPale3a, aKo je JyKWHA IeroBe CpeJlibe JINHMje jeTHaKa O.

. 30up noBpinHa OOYHIX CTPaHA IIPABE IIPABUIHE TPOCTPAHE IMUPAMU/IE j€ TIeT

nyra Behd oI MOBpPIIMHE IeHe daze. AKO je Iy»KWHa MBUIE Das3e IMUPAMUIE
jeHaKa, a, ONPEUTH 3APEMUHY KyIle YIUCAHE Y Ty [THPAMULY.

2 2
. Onpestnta ynamenoct usmel)y JOIMPHEX Tavaka TAHTEHTH eJTHIICe -+ % =1

KOje cy HopMaJHe Ha IpaBy £ — Yy + 5 = 0.

Komuko nma nepmyraruja nmudapa 0, 1, 2, ..., 9 y kojuma uzmehy mudapa 2
u 3/ croje TauHO TpHU Jpyre nudpe?
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Pjemmema

22 1 T 1 1 —y)2+4
e Y (21 1] ey ey
Yy oow vy @ 1+4

_(x3+y3.J:Q—a:y+y2>.x2+y2+2xy
x

xyd xy? L;“/

() -y ty?) ). 2z 4 )2

Ty? 22—y + 2 T+ y

1
= xay#(xx?é_y
ry

2. OzHaunMo ca T yKyIHY KOJUYIUHY BOJE ¥ IUCTEPHU Ha roveTky. Ha ocHOBY
3aaTKa, MOXKEMO ITOCTABUTH jeTHATIHY

0, 5z 4+ 100 + 0, 05(0, 52 — 100) /= 2000 + 2000 - 0, 31
IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca
0,5z + 100 + 0,025z — 5 = 2620.
IIperxonna jemnadumHa CBOIU Ce Ha, jeTHATIMHY
0,525x = 2525,

onakJe je x ~ 4809, 5! .
3. Kopucrehu dopmyiie 3a KOCHHYC U CUHYC JBOCTPYKOT yIJia

cos 2z = cos® x — sin® x,
sin 2z = 2sinzx cos z,
oJIa3Ha jeanadnna ce Tpancdopmuie y cibegehy jeqaadnny
9 2 -2 : w2 2
cosx — cos” x + sin“ z — 2sinx cosz = sin” x + cos” x,
IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca
2cos? x — 2cosx + 2sinx cosx = 0.

W3 jeqnaxoctn
cosz(2cosx + 2sinx —2) =0

caujenu na je cosx = 0 mm 2cosz + 2sinx — 2 = 0. Pjemema jenunagune cosx = 0
Cy 0OJIMKa,

x:g—i—kw, kel
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VYepimrasajyhu BpujeqHoCTH 32 k, 3aK/bydyjeMo [a ce y HHTepBaly [—7, 5| Hajase
caMo pjerermna

N3 jemnaxoctn
2cosx +2sinx —2=0

cJIje
sinx + cosx = 1.

Ksagpupamem mocbeimbe je THAKOCTH, TO0UjaMo

2sinx cosx = 0,

Tj.
sin 2z = 0.
Pjemema oBe jegnaunne cy odamka
2c =kmw, ke€Z,
Tj.
T = %T, kelZ.

. . . P
prHIT'EiBaJth BpHjeIHOCTH 3a K, 3aKIbyHyjeMo ja ce y unrepsaiy [—%, 5] Hanase
caMo pjeriema
m T
r=——x=0nz=—-.
2 2
Jaxite, 3aK/bydyjeMo Ja Mo/a3Ha, jeJHAUYMHA UMa YKYIIHO J pjellema y IoCMaTpa-
HOM HHTEPBAJLY.
4. Csaku KOMILIEKCaH Opoj w = a + ib, a,b € R MoxkeM0 3ammcaT y TPUTOHO-
METPHUjCKOM OOJIMKY Ha c/bejehn Haumn

w=r(cosd + isin @),

Ipu 9eMy je ' MOJYO TOr KOMILJIEKCHOT Opoja, a ¢ apryMeHT TOT KOMILIEKCHOT
opoja. Kommiekcan 6poj
C1+iv3

W= VS
1—iV3

MOXKeMO 3alliuCcaTh Kao
1+iv3 1+iv3  2iv3-2 1

. = —=+1
1—4v/3 1+iV3 4 2

Kopucrehu Tpuronomerpujcku 0OJIMK KOMILIEKCHOT Opoja, J00ujaMo Ja je

2r .. 2w
wzcosg—&—zsm—.

3

%

2018

Tpeda ma ompemumo w<"°. Kopucrehu MoaspoBy dopmyiy:

(cosp+ising)™ = cosng + isinng, n € N



38 JYJI 2018.

u Kopucrehu CBOjCTBa J]a Cy CHHYC U KOCHHYC MEpUOANIHE (DYHKIHjE Ca TePUOIOM
2km npu gemy je k € Z, nodujamo ja je

2 2 1 :
w2018 — g <2018 . ;) + i sin (2018~ ;) = cos ( Oiﬁﬁ) + isin ( 0367r>

4 4
= cos (13447r + ;) +isin (134471' + ;)

47T+, . Ar
=cos — + isin —
3 3

5. Hara jennaunna nedunucana je ma ckyny D = R\ {-1,0,1}. Kopucrehun
CBOjCTBO JIOTapuTaMCKe (DYHKITH]jE

1
log,n b= —log,b, a>0,a#1,b>0
n

MOJIa3HY jeJHAYNHY 3aIlUCyjeMO y c/beseheM Ob/IMKY

log,. |x2 — 1] =2log, |z|,

Tj.
log, |2 1] = 108, 2%,
OJIaKJIE je
|z — 1| = 22,
Tj.
2
- —1
Al
T
Caujenu ja je “’i;l = —1 wm ””151 = 1. Pjemema jemnaunne 22 — 1 = —2? cy
1
T=*t—

\/57

a oHa npunanajy ckyny D. Jemuaunna 22 —1 =z
pjeliema mojIa3He jeiIHavdnHe je —%.
6. Pazsmmkyjemo nBa cirydaja.

2 mema pjernersa. Jlaxire, Ipon3BoI

Axo je z > 0, cagjemu na je |x| = x, ma ce moJa3HA HEjeIHAYUHA CBOIU HA
HejeTHAYNHY
3" +37 <3,
Tj.
2-3% < 3.

JujesbemeM MOC/beIibe HEjJeTHAKOCTH Ca 2, I00NjaMO HejeTHATUHY

3
3 < -
2
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Kako je daza srorapurma 3 > 1, caujean ga Mopa outn
3
x < logs 3
N3 yenosa x > 0, caujenu J1a oBaj ciydaj 33JI0BO/baBajy pjellierba X TaKBa Jia je

3
0<z<logy -

2
Axo je x < 0, cimjesm ma je |x| = —x, ma ce mosasHa HejelTHAYMHA CBOJU HA
HejeTHAYNHY
3 +377 <3

Mrmuozxemem nodujene Hejeanaqdune ca 37 > 0, modujamo. HejeTHAIUHY
3% +1<3-3%

VBonehu cmjeny 3% = ¢t > 0, nmperxojHa HejeJHAYMHA MOXKE Ja Ce 3AIUIIe Kao
KBaJIpaTHA HejeTHAINHA
t2 -3t +1<0,
3-V5 3+x/5}
2 0 2

quja pjernerna t IpuaIajy HHTEepBaIy [ . Bpahajyhu cMmjeny, nodujamo

da pjeH_IeH)a X IIOJIa3HE HejeﬂHa‘II/IHe Mopajy 3a/10BO/baBaTU yCJIOBE
3—-V5 3+V5

<3< ,
2 L N 2

OJTaKJIe JIOTAPUTMOBAEM JTOOMjaMO

3—V5
2

3+v5
SR

x > logs

z < logs

Kaxko je y oBoM ciay4ajy < 0'm xako cy logs 3+T‘/3 > 0 u logs 3_2\/5 < 0, cimjenn

Ja MOopa Jia BpHUje
3-v5

logs <z <0

Pjemese monasne Hejennadnie je yHuja HTEPBAJIA U3 IMIPETXOIHA [IBA CJIyUaja, Tj.

3’2‘6, log, %} .

7. Osnaummo ca a ocuosuiy AB, ca b ocuosury C'D u ca O npecjedny Tadky
nujaronadia’y jemaakokpakoMm rpanesy ABCD. (Cauka 12) Kaxko je |AD| = |BC/|,
|AB| = |AB| u LABC = £BAD, 10 cy tpoyrimosu ABD u BAC nonynapsu,
na je LBAO = £ABO. Kako ce jimjaronaje y MocMaTpaHOM TpaIe3y CHjeKy IO
mpasuM yriaom, 1o je LAOB = 90°.

W3 cBera masenenor caujeu ja je LABO = ABAO = 45°, na je tpoyrao ABO
jemHAKOKPAKH MPaBoyran Tpoyrao. Ha ciamvan HauWH ce MOKa3yje [1a je Tpoyrao
CDO jemHakoKpaku IIPaBOyTJId TPOYIao.

Oszsnauumo ca M u N penom cpesunirta ocuoButia AB u CD, ca h, sucuny OM y

pjerierse je CBAKO x M3 MHTEPBAJIA, {10g3
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tpoyriny ABO, a ca hy Bucuay ON y tpoyray CDO. Kaxko cy h, u h, Bucune 'y
JeTHAKOKPAKNM TPOYTJIOBUMA, CIUjeSN Ja je

[AM| = |MB| = 2

n
b
CN|=|ND| = 7.

Taxkobe, kako je Tpoyrao M BO u tpoyrao NOC' jeiHaKOKpaKy [IPABOYIJIM, CJIUje I
Ja je
he =

| o NS

hy =
OunriieiHO je BUCHHA TOCMATPAHOT Tpare3a

b
h:ha—l—hb:a;— —m,

[IpU YeMy je m cpe/iiba JnHHja Tpane3a. Kako je m = b, cimjenu [1a je mMoBpIINHA
rpame3a ABCD jennaka

T
2
(SIS
Q

hy

=
g
wle
o]

Cimmka 12: 3agarax 7.

8. OsHaummo ca a uBHILy da3e nupamuie, ca h BUCMHY DOYHE CTpaHe MUPaMUJIE,
ca By nospumuHy da3se, a ca M nospriuHy omMoTada mocMarpane nupamue. (Cianka
13)

U3 yenosa 3agaTka je
3ah 5a2v/3

M:5B1<:>T 4 )
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oJlaKJjie T00UjaMo 1 je
5
h= éa\/g.

[Tonynpeunuk Oa3e Kyle ymnucane y HUPAMUIY j€ jeJHAK IOJIYIPEYHUKY KPyra
YIHACAHOT y jeJJTHAKOCTPAHUYHHU TPOYTao CTPAHUIIE @, OJAaKJje CAUjeSd Ja je

rer= V3

Osnaunmo ca H BucuHy nocmarpane kyie, ca O nogHoxje pucute H Ha dasy 1u-
pamuze u ca D MOIHOXKj€e BUCHHE U3 BpXa nmupamuje S Ha UBUILY da3e Te mupamMue.
IIpumjenom ITutaropunre Teopeme Ha Tpoyrao SOD ciaujenu na je

H? + 1% = h?,

"3 1Uera J00MjaMo Ja je

H = aV2.

Hexka je By nospimna daze nocMmarpane Kyne. Bpujeaun na je
By=r’r=— .3r=—.

Caujenn ma je 3ampeMuHa KyIie YIIICAHE y IIOCMATPAHY MUPAMUIY jeTHAKA

BoH a’m a’m a37r\@
V= _ 2T g=21 2= .
3 36 36 av2 36
S
IH

C

T,

o)

A a B

Cinka 13: 3agarak 8.
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. 2 2
9. Ilpasa y = kr + n je TaHrenTa Ha eMmNCy o + ¥z = 1 aKko 3a710BOJbaBa

YCJIOB
a’k?® + b2 = n?.

Kako mocmaTpamMo TaHTeHTe KOje Cy HOpPMaJjHe Ha MpaBy p : Yy = T+ 5, TO je
KOe(DUIHjEHT IPABAIA THUX TAHTE€HTH jETHAK

k=-1.
Ozpe Mo n U3 yCJIOBa 010310
a’k? + 0% =n? <= 6k?+3 =n?.
Kako je k = —1, To Tpeda ma pujemumMo jesHATHHY
n?=9.

Pjemema mocmarpane kBajparue jennadunne cy n = 3 win n = —3. Hakie, jenna-
YMHA TAHTEHTE {1 je

y=—-x + 37
a jeTHAYNHA TAHTEHTE to je

y=-—x—3.

Osznaunmo ca A mpecjedny Taduky IIpaB€ p M TaHTeHTe l9, a ca B npecjedny Tauky
npase p u tanrenre t1. (Ciuka 14)

Cauka 14: 3amarax 9.
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Younmo J1a je TparkeHa yIa/beHOCT m3Mely JMOAMpHUX Tadaka TAHTEHTH Ha TTOCMar
TpaHy eJIUIICY 3aIpaBo jeJHaka ynasbenoctu of Tadke A no tauke B. Koopmunare
Tauke A jodujaMo U3 cucreMa jeaHaunHa

—r—3=y
r+5 =1y,

a KoopJmHaTe Tadyke B 100MjaMo M3 CHCTeMa jeTHa<nHa,
—x+3=y
T+5=y.
Iobdujamo 1a cy KoopauHare Tadaka A u B
A(—4,1), B(—1,4).

Tpaxkeny y1a/peHOCT padyHAMO 1O (DOPMYJIIH

d(t1,ts) = d(A, B) = /32 + 32 = 3V2.

10. ITocroju 6 moryhnocTn m3dopa mosunuja 3a nmudpe 2 u 3 y mocMaTPAHIM
nepmyTanmjama: mudpa 2 MoxXKe Jia CTOju Ha mosurujama 1, 2, 3, 4, 5, 6 u y TuM
ciaydajepuMa nmdpa 3 ce jaB/ba Ha nosurmjama b, 6, 7, 8, 9, 10. IIpeocrammx 8
nudapa mory mehycodHo ga ce nepmyryjy Ha 8! maumna. Takobe, u mudpe 2 u
3 y mocMaTpaHUM HepMyTallijaMa, MOTY 3aMHjeHUTH MjecTa, Ma je YKyIaH OpOj
mepMyTalja Koje 3a3/J0B0/baBajy TPAa’KEeHH YCJIOB jeJIHAK

6-2-8! =12+8! = 483840.
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Cenrembap 2018.

1.

10.

3agau

Cpenurn u3pas

b2 +c? —a? 1 1 1 1 c+b—a
1 . —_ — : — 4 .
< + 2bc ) [(a b—|—c> (a * b—|—c>} abe

. 3aMHCJINMO jeJIaH IPUPOAH OPOj U IerOBOM JIEKATHOM 3AIUCY JOJAjMO C Jie-

cHa Heky 1udpy. O Tako g0dujeHor dpoja Oay3MUMO KBaIpaT 3aMHUIN/HEHOT
opoja. cmocrasipa ce Ja je modujeHa pasinka ocaM myTa Beha oj] 3aMurbe-
Hor Opoja. Koju je Opoj Ha mouyeTky Omo 3aMUIL/bEH T

. Hahu cBa pjemtema TpuroHoMeTpujcke jegHaunne cos2s — v/3sin2z = —v/2

y unTepsaiy (0, 7).

+4)°

. 1 L.
OjipeuT peajiHd U UMArdHAPHU JIHO0 KOMIJIEKCHOT Opoja 51—71')37 raje je @
UMaruHapHa jeTHUIIA.

. Pujemutu nejennagumy ﬁ <1

. Pujermuru jorapuramcky HejemHadnmy log 1 (z+ %) + log 1o =1

VY kBajipar ABCD uuja je crpaHuia Jgy:KUHe @ YIUCAHA je KPYXKHHUIA KOja
crpanuity C'D momupyje y taukm F. Iy AE cujede kpykuuiy y tadku F.
Komnuka je gy:xkuna teruse EF'?

. 30up moBpImMHA OOYHUX CTPaHa TPABUJIHE IIPAaBe TPOCTpaHe IMUpaMuje je 3

nyta Behu oj moBpinne, ieHe Oaze. Konuku je cuayc yria m3mehy Ooune
VBUIE U BUCUHE IUpaMuie?

. 3a KoOje BPHUjeJHOCTH PEAJIHOT IapaMeTpa 1M ce MpaBe 4uje Cy je/IHaduHe

mz+ (2m+3)y+m+6=0u 2m—1)z+ (m—1y+m—2=0 cujexy y
TA4YKKU Ha Y-OCH?!

Komuko nma nerorudpennx npuposaux OpojeBa JAje/bUBUX Ca TPU KOjUMA je
cpesma nndpa jeaHaka 67
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Pjemmema

1. Kopucrehn jennakoctu (a + b)? = a® + 2ab + b* u a* — b* = (a — b)(a +b)
JaTH n3pa3 ce Tpancdopmuire Ha cbegaehn Hadnm

b2 4 2 —a? 1 1 1 1 c+b=ua
I+ —— ) |- =+ :
2be a b+ec a b+ec abc

B 2bc + b% + 2 — a? b+c—a\ [(a+b+c abe
B 2bc alb+c) ) \alb+c) bte—a

(b+c)2—a® b+c—a alb+c) abe

2bc “alb+c¢) a+btc btc—a
_(bt+c—a)lat+b+c) abc  albtc—a)
B 2bc a+b+c 2 ’

a#0,0#0,c#0,0# —c,a+b+c#0,b+c—a#0

2. Osnaunmo ca z 3amunbeHn Opoj. Hakon mgomaBama mudpe ¢ ca jilecue crpa-
He JIEKa THOT 3allica 3aMUIII/BEHOT Opoja, modujamo 6poj 10x + c. U3 ycosa 3a1aTKa
nobujamo na je (10z + ¢) — 2% = 8x. CpehuBameM IpeTXOIHe jeTHAYMHE JTOOH]aMO
jeTHAYUHY
2?2 =2z —c=0.

Pjemema oBe jegnatiune cy

- 2:&\/244—40 _ 2:&2\2/14—0 1 4eT
Ilomrro je y 3amaTKy HaBeIEHO Ja je BaMUIbEH MPUPOIaH 0poj x, mmudpa ¢ Mopa
outu TakBa Ja je 1 ++/c + 1 mpupoman Opoj. Jenune mudpe Koje 3a0BOHABA]Y Taj
yesios ¢y 0,3 u 8. Axko je ¢ = 0, oHga je £ = 2. Ako je ¢ = 3, oHza je © = 3, a ako
je c =8 ouma je x = 4.

3. [ujepemem mare jeqnadnue ca 2 m00ujaMo jeTHAIUHY

V2

3
5005233 — 75in2x = ——.

2

[Tomro je sin § = % 1 cosg = V3 IIPDETXO/IHA je/IHAYNHA CEe MOXKE 3alUCaTh y

2
T T V2
sin = cos 2x — cos 5 sin 2x = 5

Kopucrehu agurimony (bopMyay 3a CHHYC pa3jnKe yIJIOBa IMMOC/HEIbY jeTHAUUHY

MOXKEMO 3alIicaTh Kao
. ™ \/§
sin r 20) = ——.

2

OOJTHKY

Pjemema ose jemuauuue cy OpojeBu obiimka

s 5%y —137 — 24km 117 + 24kn
u OpojeBu 0dJIMKa,
™ s —197 — 24ix 5 + 24km
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Op pjemema 0dMKa Tf, = M ,k € Z, jenuno pjemerme 11” npnna;ga MHTEPBa-

ay (0, ), 70K o1 pjeriermba OSJII/IKa T = % l € Z, jemuno pjemeH)e 7 IpHIaia
unrepsaiy (0, 7). Jakie, na uarepsary (0,7) jexnauuna cos 22 — /3 sin 2:1: =2
HMa IBa pjermerba: 2F u LT

24 B 5p
4. Tlomro je (1+i)? =1+4+2i —1=2i,a (1 —14i)?>=1—2i — 1 =—=2i, ouna je

1+  (A+0)2)2(1+4) 221 +i) —4—4  —4(1453)

(1—4)3  (1—-i)2(1—4)  —2(1—i) —2-2i =2(1+i)
rije je ¢ UMarnHapHa jeJIMHUIIA.

(i+1)°

JakJe, peaJiHu 11O KOMILJIEKCHOT Opoja =g je 2, nok je mmarumuapuu muo 0.

5. Ilonasna Hejeqmaumna je medpHHICAHa aKO U caMo axo je 2 — x2 # 0. Kopu-
crehu dopMyiTy 3a pasIHKy KBajpara HejeglHakocT 2 — 2 # () ce MOXKe 3alliCcaTH
Kao0

(\/i—w>(f+w)sé0 — oA VIna A V2
Haxine, nejennaunna 5—— < 1 je nedunucana na ckymy D = R\{— Vv2,V2}.

Hakon npe6aH,HBaH>a jeTMHUIE Ha JIMjeBY CTPaHy U OJy3UMarba II0JIa3Ha HejeiHa-
qUHa Ce CBOJIU Ha HejeHAUNHY

2
e +1

- <.
2 —x2

Tlomro je BpujemnocT m3pasza n3Had pagiaomadke npre Beha ox 0 3a cBako = € R,
HpeTxXoHa HejeJHakocT je Mama o 0 ako u camo ako je 2 — x2 < 0, Tj. ako je
(V2 —-2)(vV2+z) <0. Pjemerba oBe HejeHaunHe cy = € (—o0, —v/2) U (v/2, +00).
Jakie, pjelema HejeHAUNHE 5= (=00, —v/2) U (v/2, +00).

6. Jlara HejennatuHa je ,ILe(bI/IHI/ICELHa aKo M CaMO aKO Cy WCIyheHH cibejielin
YCJIOBH:

(a) z2+3 >0 < z>—14
(6) = > 0.

Hakue, nara nejeqnaunna je pedunucana na ckyny D = (0, 400).

Kopucrehu npasuno log, x4 log, y = log, zy, 1aTy HejeJHUNHY MOKEMO 3aIIHCATH

1 1 X 1 q > 1 1 1 .
Og _|_ — . Og —

Tlomro je dpoj y ocHOBW jrorapuTMa Mamu Of 1, IPeTXOMHA HEjeTHAYNHA je eKBU-

BAJICHTHA HejeTHATIMHI
9 1 1
¢+ —x < —.
2 2
Hakon cpehuBama nperxojiHa HejeIHAYNHA CE CBOIM Ha HEjeTHAYUHY

(z+ 1) (z — %) <0.

Pjemerma nocibeibe Hejeqnaunte cy ¢ € [—1, %] ITomrro je monazua HejegHadINHA
nedunucana na ckymy D = (0,400), ysumanmo camo pjemema u3 ckyna [—1, 1] N
(0, +00). Jdaxne, pjemera nejepnatune logs (z + )+ logi x> 1cyx € (0, 3.
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7. Ozmaunmo ca k kpyxuunity ynucany y ksaapatr ABCD. Heka je O 1uentap
kpyxunie k, F tadka y Kojoj kpyxuumna k momupyje crpanminy CD xBampara
ABCD, a F rauka y kojoj ayxx AE cujede kpyxuuiy k (Ciuka 15). O3nauumo ca
G Tauky y Kojoj kpykuuna k moaupyje ayxx AB kBagpara ABCD. Ilomro ynucana
KPYKHHIA JIOJIUPYje CTPAHUIE KBaJpaTa Y HBUXOBIUM CPEIMINTHMA, 3aKJbY9yjeMo
na je |AG| = §. Ilosmaro je jma je Jy»KuHa HOIYyHPEUHHKA YIHCAHE KPYJKHHUIE
KBaJIpaTa jeJHaKa MOJOBUHE JIy?KAHE Fherose crpanure. [lomro je Tauxa O nenrap
Kpyra k, a Tauxe E n G nexe na kpy»xnuny k sakipydyjemo na je |OE| = |OG| = 3.

D E C

[N]]S)

.

B
(1S}

b
(1S}

G B

Cimka 15: 3agarax 7.

¥ mpasoyriiom tpoyriy AGE nyxuna karere AG je 5, JOK je Jly’KHHa KaTeTe

|GE| = |OG|+|OE| = §+ § = a: Ilpumjenom ITuraropune Teopeme Ha mpaBoyriin
tpoyrao AGE nobujamo ma je

2 5a2
|AEP? = |AGR+ |GE|? = (%) a2 ="

onaxie je |AE| = ‘17‘/5

VYrao GFFE je nepudepujcku yrao naj npeunukoMm GFE kpyra k, na je {GFE =
£GFA = 90°. To 3nauu ja je ay:x GF Bucuna nHa xunorenydy AFE mnpasoyrior
tpoyria AGE. Ha ocHOBY 0BOra 3aKkJbydyjeMoO J1a TOBPIIAHY IIPABOYLJIOT TPOYIJIA
AGE moxkeMO u3padyHaTu Ha cjbejeha aBa HaunHA

cE) - |AG|é|GE| _ |AE\é|FG\_

13 oBora modujamo ma je

fra_ RG]

2 2
onakie je |FG| = “?‘/g IIpumjenom Iluraropune TeopeMe Ha TPABOYIJI TPOYTao
FGFE podujamo 1a je
a’  4a?

EF]? =|GE]? = |[FG|? = a®> — — ,
|EF|" = |GE]" - |[FG|" = a 3 E
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onakie je |EF| = 2‘15\/‘?’.

8. Basa npaBmine TpocTpaHne mpaMuje je jeHakocTpaHundau Tpoyrao ABC.
Heka je myxwuna mmerose crpanuine a. Os3Haummo ca S Bpx nupamuje, a ca O
noiHOXKje BucuHe H Ha ocHOBY Te mmpamuie. laga je LAOS = 90°. ITomiro je
rauka O yjemHo u rexkumre jeaHakocrpanndnor tpoyriaa ABC, owma je |JAO| =
2h,, taje je h, BucmHa jemmaxocrpammuanor tpoyraa ABC. Kaxo je h, = “T‘/‘g’,

3
Jodujamo Jjia je |[AO| = QGT\/g - cb?\/g

Cauka 16: 3amarak 8.

Hexka je h Bucuna doune crpahne, Tauka [ TOJHOXKje BUCHHE h Ha WBHUILy Oa3e
nupaMuie U Heka je s bouna msutia tmpamuge SABC. Taga je LADS = 90° u
AD| = 4.

AC-h _

[Tospmuna jeane boune crpane mapamuie SABC je =5 % V 3amaTKy je maTo
Ja je 30up nospiinHa bouHMX cTpaHa nupamuige SABC 3 myra Behiu o nmospiiuze
mweHe 0ase. Ha ocHoBy Tora je

ah a’V/3
Sy T3

OJIAKJIE je

IIpumjenom Iluraropune Teopeme Ha npapoyrym Tpoyrao ADS nobujamo na je

2
2 3 2 3 2
= =ante= () () 55 -

oJlaKJIe je
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VYV 3amaTKy ce Tpaku Jia M3padyHaMO CHHYyC yria m3mely OodHe WBHUIlE U BUCUHE
nupamuyie. Jlakse, morpeduo je uzauynaru cunyc yria ASO.

a3
. |A()| = \/3
A = — = = —,
sin LASO Ag| . 3

9. Ako je A(z1,y1) Tauka npecjeka npasux mz + (2m + 3)y+m+6'=0 u
(2m —1)x+ (m —1)y+m — 2 = 0, ouga ce oHa Hajla3u Ha ODjeMa IpaBaMa, Ia Ha
OCHOBY TOTa 3aKJbYUyjeMO Jia BPHje/in CJbeJlell CHCTeM jeIHaInHA

mz1+ 2m+3)y1 +m+6=0
@2m—1Dzi+(m—Ly; +m—2=0.

[Tomrro Tauka A Tpeda ja ce Hala3m Ha Y-OCH, 3aKJbydyjeMo ma je xp = 0, ma je
[IPETXO/IHU CUCTEM jeTHAYNHA €KBUBAJEHTAH CHCTEMY

2m+3)y1+m+6=0
(m—1)y+m—2=0.

2—m

Us npyre jenmauune jodujaMo Ja je yp = F—7,
KOCT y TIPBY jeHAYMHY TOOMjaMO jeTHATUHY

m # 1. YepirraBajyhin oBy jemHa-

(2m+3)(2—m)

+m+6=0.
m—1

Hakon cpehuBarba IIpeTxo/IHa, je[HAuMHa Ce CBOIN Ha KBaJIPATHY jeJHAYIHY M2 —

6m = 0, xoja je ekBusasieHTHa jenHaaunu m(m — 6) = 0. Pjemema oBe jenHaunne
cym=0um=6.

[Torpedno je jomr mocmarparu ciry4daj kama je m = 1. 3a m = 1 modujamo mpase
x+5y+7=0ux—1=0. Ilomro je mpaBa x — 1 = 0 mapaJjesHa ca y-0coMm, OBe
JIBUj€e TIpaBe Ce CUT'YPHO HE CHjeKy y TadyKH Ha Y-OCH.

Hakie, 3am € {0,6} npase mz+ (2m+3)y+m+6=0u 2m—1)z+(m—1)y+
m — 2 = 0 ce cujeKky y TauKl Koja ce HaJIa3W Ha Y-OCH.

10. ITocmarpajmo merormmgpene OpojeBe odimka abbed. Bpoj je mjessus ca 3
aKo U caMo aKo My je 30up 1udapa gjespus ca 3. lakie, dpojeBu odmmka abbed cy
JjeJbuBU ca 3 aKO U caMO aKo-je 30up a+b+6+c+d ajesus ca 3. Ilomro 3 nujenu 6,
3aKJbydyjemMo Ja je 3oup a+b+6+4c+d gjenus ca 3 ako u camo ako je 3oup a+b+c+d
mjespus ca 3. Jlakie, dpoj meronudpeHnx dpojeBa JjeJbUBUX Ca 3 KOjUMA, je CPeIiba
mudpa 6 je nctu kao u O6poj yerBopormdpeHnx OpojeBa AjesbuBux ca 3. Hajmamu
gerBoporudpen opoj je 1000, a majsehu je 9999. Ykyman dpoj gerBoponudpennx
opojena je 9999 —1000 + 1 = 9000. Oz Tux 9000 yerBOopOIMbpEHUX OpPOjeBa CBAKA
Tpehu je njespuBux ca Tpu. Onatie ciaujeau 1a je YKylnaH Opoj 4eTBOpOIudpeHnx
opojeBa gjessuBux ca Tpu 9000 : 3 = 3000. [akje, Ha OCHOBY CBera HaBEJIEHOT
3aKJByIyjeMo s1a je Opoj merornmdpeHnx OpojeBa Ije/bUBHUX Ca 3 KOjUMA je CPeIliha
mudpa 6 jemnax 3000.
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Jyn 2019.

1.

10.

3agau

<a+2la>2+ <a—2|al>2’

IIpU 9eMy je a PeasiaH ImapaMeTap.

Yuopoctutu u3pas

. Kommko cnapostesna mojese 25 ydyennka 3a 25 MUHYTa, KO D YIECHUKA IOjeJIe

5 cramosnena 3a b munyTa?

. Onpenuru f(f(z)) ako je x # 2 u f(z) = 22tL,

. OmpeuTu BpUjeTHOCT U3pasa

xi’—i—x%

¥2wo + 1173
aKo Cy x1 U Ty pjellerha KBaJpaTHe jeqaaunte r2 — 2z + 4 = 0.

3+1
2—1

5
. Ompenuru BpujeHOCT U3pas3a (—) , IPA-9eMy je ¢ UMarnHapHa jeTUHATIA.

. Ompenuru d6poj pjernema TPUTOHOMETPH]CKE jeTHATINHE

7T+ . .om 1
COS X Cos — +sinx sin — = —
5 5 2

y HHTEPBaJY [—%, g] .

Y npaBoyrJIOM TPOYIJIY Jy2KWHA BUCUHE KOja OJIrOBapa XUIOTEHY3H je 2 cm.
Ako HaBesleHA BUCHHA JIHjeJU XUIIOTEHY3Y Ha OJCjedKe dhje ce JyXKUHEe pa-
3JIAKY]Y 3a 3 cm, OpPeUTH HOBPIIUHY TOT TPOYTJIA.

. Ilpase umje cy jemmauune 2xr +y —3 = 0 u 2z +y — 8 = 0 caapxke aBuje

crpanurie kBajpara. OpenTu TOBPIIMHY TOT KBapaTa.

. Ogpenuru 6poj mecronmdpeHnX TPUPOAHUX OpOjeBa KOjU Y CBOM 3AIUCY

uMajy dap jemny nudpy 1.

OspeuTy 30Up CBUX IjeJIOOPOJHUX pjellierba HejeHaTnHe
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Pjemmema

1. Paznukyjemo 1Ba cirydaja.
Axo je a > 0, onza je |a| = a. Y oBom ciyuajy je

(2 (5 (5 () - ()

Axo je a < 0, onza je |a| = —a, na je y oBoM ciyuajy

a+lal\? a—lal\? a—a\’ a—(—a) 2_ 20\ 9
()« (5) - ()« () = B -
JlaxJte, 3a cBe peaJiHe BPHjeHOCTH IapaMeTpa a je M3pas U3 3aJaTKa jeHaK a>.
2. Bpoj mojenennx ciamonena u Opoj yueHUKa Cy JUPEKTHO MPOIIOPIIUOHAHH,
Tj. aKO y mcToM mHTepBaJsly nmoBehamo Opoj yueHumka, cpasmjepHo Tome mosehahe
ce u Opoj ciamonena Koje cy oHU mojesn. Takobhe, Opoj ciasosesia je DUPEeKTHO
IIPOIIOPIIMOHAJIAH Ca BPEMEHCKUM HHTEPBaJIOM, Tj. noBehameM HWHTepBaJia, UCTU
Opoj yuennka he mojectu cpasmjepuo Behu dpoj ciamosiea.
Crora, ako 5 myra mosehamo Opoj yuenuka, 5 myra hie ce mosehatu u dpoj mojeseHnx
craanonena, na he 5 -5 = 25 ydyenuka 3a 5 muHyTa nojectu 5 - 5 = 25 ciamosesa.
Ca napyre crpane, noBehameM Opoja MUHYTa 5 IyTa, OpOj IMOjeIEHUX CIAT0JEA
he ce Ttakohe mosehartm 5 myra, ma he 25 yuenuka 3a 5 -5 = 25 MUHYTa II0jeCTH
5 - 25 = 125 ciajgosea.
3.

9.2l 4| dwf2ies? oo
r—2 =2

(@) =g 5 Tmrmm = =% 7#2

r—2 r—2

4. Kaxo cy 71 u T, pjemema KBajgparTHe jequaunne 2 — 22 + 4 = 0, kopucrehn
Bujerose dopmyite modujamo na BpHjeie jeTHAKOCTH X1 + To = 2 U x1x9 = 4.
Kopucrehn mperxoqne asuje jeaHakocTd m GopMyTy 3a 30up Kybosa o5 + 15 =
(w1 + 22) (2?2 — 129 + 23) nobUjamo Aa Bpujese cbeselie jeHAKOCTH:

23+ a3 = (21 + 29) (w1 + 20)? — 3w120) = 2(2%2 —3-4) =2 (—8) = —16,

I%l‘g + xlxg =xzixa(T) +22) =4-2=28.

Oparie je
et +a3 16 )
LC%CC2+(E11'%_ 8 B '
5. Kaxo je
344 3+i 2+i 6+3i+2i+i° ,
- = - - = - =1+
2—~1 2—1 241 4 — 42
" Kako je
(1+i)" = (1+9))7 = (1+2i+i%)* = (20)" = 4,
TO je

.\ D
@J_rz) =149 =1 +9)*1+4) = —4(1 +1i).
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6. Kopucrehu amunmony dbopMmysty 3a KOCHHYC pa3jinKe, 3a/1aHa TPUTOHOME-
TPHjCKA jeJHAYNHA MOXKE C€ 3aIUCATH HA C/bellehn HATMH

( 7r) 1
coslz— =) = =.
5 2

Pjemema oBe jemnaunue 3a10B0/baBA]y jeTHAKOCTH

. 5 3 ’ €

x—%z—%—i—%r,kez,

Tj. * = %w+2k7r, sakean:—%w—i—le, 3a k € Z.
VBpiTaBameM BPUjeTHOCTH 34 k, 3aK/bYyUIyjeMO Ja Ce Ol CBUX JOOMjEHUX Pjenierha
jeIMHO pjelieme T = —12—57r HaJIa3W Y UHTEPBATY [—g, g] .

7. O3HaunMO BHCHHY KOja O/roBapa XUIOTEHY3U ca h., TMOTHOXK]e Te BUCUHE
Ha Xunoreny3y ca D, a ojcjedke Koje oHa npasu Ha xunorenysu ca x u y (Comka
17).
IIpsu Hawun. Ouuriento je ¢ = x + y, a u3 3amarka je h, = 2. Ilospmuna
[IPaBOYIJIOT TPOYTJIa padyHa ce 10 (hOPMYyIIH

ch. c¢-2

P: =
2 2

=C.

Kopucrehu [Muraropuny Teopemy Ha mpasoyriie Tpoyriose CAD u C DB nodujamo
na spujesie jemnaxoctn b? = 4+ 2% u a2 = 4+y?. llpumjenom [luraropune Teopeme
Ha npasoyrm Tpoyrao CAB nodujamo na je c? = a? + b?. Cabupajyhnu jegmakoctu
0/I03T0 JT00MjaMo
A =8+ % + 2

V zazaTKy HaM je 3aJIaHO JIa Ce T U Y PA3JIUKYjy 3a 3 ¢m, I1a MOXKEMO [IPETIOCTa-
BuTH 1a je = 3 +vy. Kako je c =2+ y = 3+ 2y, 10 je ¢ = 9+ 12y + 49%. U3
A =8+a2%+y? =8+ (3+y)? +vy? = 2y%> + 6y + 17 u uperxone jejHAKOCTH
JI00MjaMO KBaPATHY jeTHATIHY

2% F 6y + 17 =4y> + 12y + 9

OJHOCHO
2% +6y —8=0

quja cy pjemema y = —4 wimm y = 1. [omrro je y ayxuna crpanuiie y TpOyriIy, TO
je jemmno moryhe y = 1, omakie je x = 4. /lakie, IOBpIUHA TOCMATPAHOT TPOYTJIa
CAB je x +y =5 cm?.

Apyru naxvum. U3 Tekcra 3amaTka je he = 2 1 IpeTHoCTaBUMO Jia je © = y + 3.
TloBpirHA TTpaBOYIJIOr TPOYIJIA padyHa ce Mo (POpMyIH

ch. c¢-2

B =7=c=x—|—y.

P =

Axko osnaunmo yriose CAD = o, CBD = (3, a kako u3 tpoyrina ABC ciujenn
maje a+ B = 90°, 1o cy yrimosu BCD = «, ACD = (. Onariie MOXKeMO J1a 3a-
KJbyunMo s1a ¢y Tpoyriosu ADC n CDB ciudnu, jep ¢y TO IpaBOyIJId TPOYTIOBA
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ca ojrosapajyhum yrsioBuma mehycodHo jegunakum. M3 cimaHOCTH THX TPOYIJIOBa
CIIjen OTHOC
|AD|:|CD|=|CD|:|BD|,
Tj.
r:2=2:y,
OJIHOCHO
zy = 4.

Chmjemu na je

(y+3)y=9"+3y =4
Pjemema oBe kBajparHe jequnaunne cy y = —4 win y = 1, a KakKo je y JyKuHa
CTPaHWUIlE y TPOYIJLy, TO je jeauno moryhe y = 1, omakiie cimjequ ja je © = 4. Kako
je P =x +y, To je noppmmua nocmarpanor Tpoyria CAB jenmaka 5 cm?.

C

Cauka 17: Samarax 7.

8. 3ajsaHe jeHAYMHE IPABUX 3AIMCAHE Y EKCIUIMIIUTHOM OOJIUKY CY
Py =-—2r+3,

p2: Y= —2x4+8.

Kako cy koedunujenru npasana oBux npasux jeauaku (k = —2), To cy mare npase
mapaJiejiHe U Ha EbUMa JIEXKE JIBUjeé HACIIPaMHE CTPAaHUIE MOCMATPAHOI KBaJpara.
Hyxuna cTpanuiie TOT KBaJapaTa je jeJHaka yIa/beHOCTH n3Mely Te JBuje mpase.
Kako 00je mpaBe cujeky x—o0Cy, YOIUMO HIIp. TadKy KOja JIEXKHU y MPECjeKy IIpaBe
p1 u x—oce. Pjemasajyhn jeanaanny

—2x+3=0,

JTIOOMjaMo J1a je ’bUXOBA TIPEeCjevHa TauKa A(%, 0).

[Tocmarpajmo 1paBy ¢ Koja IpoJja3u Kpo3 Tadky A u HOpMaJIHA je Ha MpaBe p; U
p2 (Cinka 18). Koedunujent npasra te npase je —% = % Kako mpaBa q cajapxku
Tauky A, TO je WeHa jeHadnHA

1 3
y—0—§($—§)7
Tj.
1 3
y:—x——
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IIpecjeuna Tauka mpaBe py U IpaBe ¢ J00Uja Ce PjeIIaBarbeM CHCTEMA jeTHATNHA

y=—2x+8
1 3
Y= §$ vk
Tj. pjelIaBameM jeTHATIHE
-2z +8= lx - §
2 4

Hobujamo 11a je pjerieme Te jeJHAYTNHE T = %, OJIaKJIe CJIMje U J1a je y = 1, OJITHOCHO
Ipecjedna Tadka je B(%, 1).

Jyxuna cTpaHure KBajpara @ je jeJlHaKa yraasbeHocTu uaMehy tavaka A u B, ma
je

2
a:d(A,B):\/(;—Z) +(140)2= 5

Jakye, moBpImHa MOCMaTPaHOT KBajparta je P = 5.

Y

[

<&

Cumka 18: 3agarak 8.

9. Bpoj mecromudperHnx OpojeBa KOju y CBOM 3aIlucy MMajy oap jemHy nudpy

1 modujamo KaJta OJf YKYITHOT Opoja CBUX IIECTONMMPEHNX OpojeBa oay3MeMo OpOj
mecTordpeHnx OpojeBa KOju y CBOM 3alucy Hemajy rudpy 1.
Vkyman 5poj mecronudpennx opojesa je 9-10-10-10-10-10 = 9-10°, ¢ 063upom Ha
TO JIa Ha IIPBOM Mj€CTy IIPOU3BOJHHOL MIECTONN(MPEHOT OpOja MOXKE /18 CTOjU OMJIO
Koja mudpa ocum (), a Ha CBUM IIPEOCTAIUM MOXKE JIa CTOjU OMJIO KOja mudpa.
Bpoj cBux miecronudpennx dpojeBa KOju y CBOM 3amucy Hemajy mudpy 1 je 8-9-
9.-9.9.9 = 8-95, jep 3a IpBy IIO3UIHU]Y TOr HPOja MOKEMO y3€TH OUJIO KOjy 1udpy
koja uuje 0 HE 1, & 3a 1IpeocTasie MOXKEMO Jia y3MeMO 010 Kojy nnudpy Koja nuje 1.
Haxuie, 0poj mecronudpeHnx OpojeBa KOju y CBOM 3aINCy UMajy Oap jemwy mudpy
1je9-10° — 8- 9% = 427608.

10. ITpedanuBamem n3pa3a ca JieCHE Ha JIMjEBY CTPAHY HEjeTHAKOCTH JTOOMjaMO
HejeIHAUUHY

T 1

x+2 1—z
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ITocmarpana HejegHAYNHA €KBUBAJIEHTHA je HejeTHAYNHA

z(l1—z)— (z+2)
(z+2)(1—2)

Haxkse, Tpeda a pUjernmuMo HejeTHATHHY

—x? -2
CED (S

Mmuoxxehu mperxomgHy HejemHadnHy ca —1, modujaMo Ja je OHa €KBUBAJIEHTHA He-
jeTHAYUHA
22+ 2
@+2)(1-a)°
Uspas 22 + 2 je yBHjeKk TO3WTHBAH, Ma Cy pjeliera MPeTXOAHe HejeHaunHe OHe
BPUjETHOCTH T KOje 33JI0BOJbaBajy yCJIOB

(z+2)(1—x)>0,

jep u3pa3 y mMeHmoIy mMopa ja oyzae pazauuaut oj 0. lodujeny kBaaparHy Hejes-
HAYMHY JIAKO MOYKEMO J[a PHUjertuMo 1prajyhn radauigy:

(—00,—2) | =2 [ (=2,1) | 1 | (1,00)
T+ 2 — 0 + + +
1—a + -
(x+2)(1—2x) - 0 + 0 -

Pjemema annu ckyn spujeanoct (—2, 1), a KAKO TOM UHTEPBAJLy [IPUIIAJIA]Y CAMO
nujesiz OpojeBu —1 u 0, To je 30up 11jesI0OPOJHUX Djelnerba HejeIHAYINHE U3 33/1aTKA
jemnak —1.
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Cenrembap 2019.

10.

3agau

. NzpauynaTtu BpujeIHOCT n3pa3a

(1+1ﬁ i 1ﬁ)2+ <1+1ﬁ)+ (%ﬁ)

. Uspauynarn 40% spujeanoctu &poja 5z, ako 30% spumjeanoctu Opoja 2

nznocu 2019.

. Axo je f(x) = g — 1, uspauynaru f(3z + 1).

. Uspaaynaru 30up cBuX pjelnema eKCIIOHEHIIN]aJTHE, jeTHATNHE

2-4% —17-2°4+8=0.

40

: _ 3
. Uspauynaru tga axo je cosa = —77 u m.<a < 5.

1

. MzpauynaTu 30up peaiHOT ¥ UMArnHAPHOT JIHjes1a KOMILIEKCHOT Opoja

—6 —2¢
(1 =)
r7je je ¢ IMarnHapHA jeJIHUIA.

Y tpoyriy ABC je LCAB = 60° u |AB| = 2 |CA|. Uspauynarun odum
TPOYIJIA, AKO je Herosa MOBPIIHHA jeaHaka 18v/3.

. Jata je xpy»Kunuma umja je jemmadmua x2 4 y? = 169. VspauyHaTH oy>KUHy
J Y

IbeHE TeTHBe uuje je cpeuinre Tauka S(3,4).

. Nzpagynatn 0poj HemapHUX TpormudpeHnx TPUPOTHUX OpojeBa HUHje Cy CBe

nudpe pasauanTe.

Pujemuru nejeanaguiny




58 CEIITEMBAP 2019.

Pjemmema

1. Cabupamem pazjoMaka y IpBOj 3arpaju JaTor u3pasa JI00HjaMo

1 1 1-—V7T+14+V7

v 1V U+ v —vo)

IIpumjemyjyhu popmyny 3a pa3nuky KBaJpara J00HjaMO /I8 je UMEHUJIAILY TpPeT-

2
XO/HOM m3pa3y jeanak (1 + \ﬁ)(l — \ﬁ) =12 — /7" = —6. Jlake, n3pas -y 1psoj
3arpaJia je jemHax %6 = —%. VBpIiuTaBameM J00UjeHe BPUjEIHOCTH y JAATH M3pa3
JI00MjaMo

(" () (),
= (?) + (1+\f7)2+ (1~\ﬁ)2.

[Ipumjenom dopmysie 3a KBaapaT 30Mpa W KBaJIPAT DPA3jIMKe HA IMOCHE/Eba JIBA
cadupka j100ujaMo

I+VT)? =14+ 2VT+ (V)2 =1+ 2VT+ 7 =8+2V7,
(1-VT)2=1-2VT— (VT)2=1-2/T+T7=8-2VT.

Cx011HO TOME, BPUjEIHOCT IaTOT U3pasa’ je

9+ 8+2V7+8—2V7=25.

2. U3 yciosa 3amaTka nmamo ga je 30% Opoja 2z jeamaxo 2019, mro 3Haum ga
je 0,3 - 2z = 2019. PjemapameM TIpeTXOHe jeJHATNHE JT00UjaMo Jia je
100 1
=2019- — - — = 3365.
F 30 2

Crora, 40% &poja 5x uznoCcH

40 5T = 14—0-5-3365 = 6730.

100 |
3. Kaxo je f(v) = § — 1, mmanmo s1a je
3z +1 3x+1-3 3x—2 2
fBz+1) 3 3 3 z—3

4. Kaxo je 2+ (2%)® —17-2% +8 = 2. (2%)2 — 17 - 2% + 8, jaTa jeqHaqnna ce
CBOJH HA

(27)2 —17-2° 48 = 0.

[MoTpeduo je-onpeautu Opoj x Koju 3310BO/baBA JAaTy jeaHakocT. O3HAIUMO Hero-
3naTH 0poj 27 ca t. Hemosuaru Opoj ¢ 3a10B0/haBaA je THAKOCT

22 — 17Tt +8 = 0,
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qmja cy pjernerma

17+V172—4-2-8 174225 17+15
12 = 4 - 4 I

30or Tora dpoj 2¢ = t MoxKe ja Oyje min % wiu 8. Ako je 2F = % J00mjaMo J1a

je z = —1. Ako je 2% = 8, nobujamo 1a taga x = 3. [akie, 30up pjemema nare
jenHadnne je 2.

5. Kaxko je tga = zg;g, TO je 3a ompehuBame BpujeqHOCTH g  MOBOIBHO OJIpe-
auTu BpujesHocT sina. U3 mejemmakoctn m < a < 37” 3aKJ/byIyjeMO j1a je OpOj
sin « HeraTuBaH O0poj. CXOIHO TOME, U3 OCHOBHOI TPUI'OHOMETPHjCKOI MJIEHTUTETA
cijesu Ja je

1600 81 9
1 = — 1 — 2 = — 1 —_—_— = £ —_— = -,
sma==Vimeosta= T\l T e T Vlesr T 4l

Kopucrehu nperxomso mobujamo na je

. 9
sinae  —37 9
tga = = —ft=—.
cosae  —g5 40
6. Kopucrehu dpopMyny 3a Kyd pasiuke I UuEseHHIE Ja je 12 = —1 u i = —§

J00MjaMo J1a je UMEHUJIALL y JaTOM Pa3JIOMKY jeTHaK

1—i)p*=1%-3-12-i4+3-1-i* =i>=1-3i —3+i=—-2—2i,
. . .. —6—2i .
U3 4era 3aKJbydyjeMo Ja je JaTu 0poj jelak —5—5:. MHOXKemeM Opojuona u mme-
HHOITA JATOT KOMILJIEKCHOT Opoja ca —2 =21 modmjamo

—6-2 242 [ (~6-2))(-2+2) 168

: £ - —2 .
o2 2+ (—2)2 + 22 8 !

W3 mperxoane jeHAKOCTH BUJIUMO JIa j€ PEAJHH JUO JaTOr Opoja jeqHak 2, a
nMaruHapHau jegHak -1. CxomHo ToMe, 30Up peaslHOI W MMATMHAPHOL JHjeia je
jemHax 1.

7. Tlospmuna tpoyria ABC' ce moxe u3padyHaTu (hopMyaIoM

P= %|AB| -|AC|sin LCAB.

Kopucrehin 3amane nojarke y 3aaTKy UMaMo
1 1 3
§|AB\ “|AC|sin £KCAB = 5 2|AC|*sin 60° = |AC|? - g = 18V3.
U3 nperxoHe jefHaKoCTH 3aKibydyjemo aa je |AC| = 6, e je |AB| = 2-|AC| = 12.

Osnaunmo ca D nonnoxje sucune u3 rauke C Ha crpanuny AB (Ciuka 19). Taga
u3 npasoymior Tpoyriaa ADC umamo ja je

oo _ [AD)
COS = T
ct
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3V3

60°

Cimka 19: 3agarax 7.

OJIHOCHO

|AD| = |AC| - cos60° = 3.

Kako je |AB| = 12, to modujamo na je |BD| = 9. Takole, u3 upasoyrior Tpoyria
ADC' nobujamo ja je |[DC| = 6 - sin 60° = 3v/3. Kopucrehu ITuraropuny Teopemy
y Tpoyriny BC'D nodujamo ja je

2
|BC| = /|CDP + |DBJ? = (3¢§) 492 — /108 = 6V/3.

Jakste, oduM gaTor Tpoyria je 6 + 12+ 6v/3 = 18 + 61/3.

8. U3 jennaunne Kpy:kHHIE ce BEIM Ja je mweH nenrap tauka (0,0) u ga je
Jy’KIHA BeHor noaynpednnka /169 = 13. Hexka je AB Terusa KpysKuume umje je
cpepumire tadka S (Ciuka 20). dyxu AO u BO cy nosyupedHunu KpyrKHUIE,

)

S(3,4)

Cimka 20: 3agarax 8.

300r yera nMajy ucry ayxkuny. Tauka S je cpequmre nyxxu AB na je |AS| = |SB].
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Tpoyrmosu AOS u BOS mmajy 3ajeJHUYKY CTPAHUILY W OAroBapajylie cTpaHmie
jemHaKuX JTy’KWHA, & 3aKJbYydyjeMo Jla Cy MOMEHYTH TPOYTJIOBH moAymapHH. 13
TOJTYJTAPHOCTH MOXKeMO Jia 3akspyanmo jia je LOSB = £LOSA. Ca jpyre crpane
UMaMo J1a je

£LASO + LOSB = LASB = 180°.

Hakane, yrnosu £ ASO u £OSB cy jennaku u wuxoB 30up je jenuax 180°. 3akiby-
gyjemo Ja cy Mjepe oba yria 90°. Ynamenoct tauke S(3,4) 10 HeHTpa KPYKHUIIE
je

V(3—-0)2+(4—0)2=5.

Haxue, nyxuna jayxu OS je jemnaka 5. Tauka B ce Hajiasuw Ha, KPYXKHUIM, 118, je
nyxuna ayxu OB jennaka jgykuHu nosaynpednnka, Tj. 13. Kopucrehu ce [Tura-
TOPUHOM TEOPEMOM y TIpaBoyryioM Tpoyriy OBS nmamo na je

|SB| = \/|OB[2 — |OS|2 = V169 — 25 = /144 = 12.

Kako je S cpepumire TetuBe AB TO nMaMo na je ayKuHa gyx)u AB = 24.
9. IlornenaTn 3azarak 7. Ha MPHUjeMHOM HCIUTY KOju je onpzkaH y jyiy 2016.
10. IIpsu wavwum. Pujermmmmo npBo HejegHakocT upu yciaoBy x + 1 > 0, Tj.
x > —1. Taga je nejenqnakocr morylie nomuoxkuru ca 3(x + 1) upu yemy ce 3HaK y
uejeanakocru Hehe npomujenuru. MuoxkemeM godujamo Hejeauakoct 3 < 2(x + 1),
KOja ce JaJjbe cBoJu Ha 3 < 2x + 2, Tj.

1<
= <.
2

YV apyrom caydajy mmamo ga je x + 1 < 0, 1j. * < —1. Taga je pazmomak Ha
JINjeBOj CTPAHM HEjeJIHAKOCTH HEraTHBaH; I1a je HejeJIHAKOCT 33JI0BOJbeHa jep ce
Ha JIeCHO] CTpaHW HaJa3u mno3uTuBaH Opoj. Kako ce m3pas x + 1 jaB/ba mcIon
pazjioMadKe NpTe, TO OH HE MOXKe OUTHU jeHAK HYJIHU, I1a £ = —1 He pasMaTpamo.
Cymupajyhu nperxoiHo J00UjeHO, BaK/byIyjeMoO J1a je pjelllere HejeIHa9nHE CBAKO
z € (—o0,—-1)U(%,00).

Apyru navur. ary jemaauuny je moryhe HammcaTn y eKBUBAJIEHTHOM OOJIUKY

1 2 1-22

— = - = — < 0.
z+1 3 3(z+1)

(o0, =) [ =1 [ (=L3) [ 5 [ (5:0)
1-—2x + + + 0 -
z+1 — 0 + + +
—2
ﬁ — H.JT —+ 0 -

Tabena 1: 3agarax 10.

U3 rabene 1-modujamo sa je pjerieme nare HejeaHadune cBako r € (—oo, —1) U

(5/50):
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1.

10.

. Pujemuru nejennagumy

@
. Axo je tg 3= 3u € (0,7), u3padyHaTH BPUJEIHOCT U3pa3a

. Ako je i umMaruHapHa jeIMHALA U 2 =

3agau

N3zpagynaTu BpujeIHOCT n3pa3a
V2a— Vb V2t ”b\/E a>0,b>0b%#2a
V2a+vVb  V2a—Vb 4a b’ y ’ :

n 2
5—x x+1

<1

. Poba je y Toky romuue nsa myra nockyumia 3a 1o-10%. 3a koauko je mujena

pode Ha Kpajy rogune Belia o1 ujene pode Ha HOYETKY rojune?

. Bakoje m € R cy pjemema kpajpathe jeaaaute @’ —2(m+2)x+m2+12 =0

peayiau OpojeBu?

. Pujemmmtu excrionenuujanny jennauaumy 2% 4 5 - 3772 = 37 — 2271,

S5cosa— 3
10sina+1°
1 + §)2020
m, OIPEINTH UMATHHAPHU JTHO

—1
opoja z.

. Hare cy Tauke A(7,—1) u B(2,3) mupasa p : 4o+y = 1. Oxpeauru jeqaaduny

IpaBe Koja IIpoJia3u Kpo3 cpeauinTe yku AB u mapaJiejiHa je IpaBoj p.

. Hy>xuna cpejre JjuHuje Tpamnesa usnocu m = 10cm. Ako oHa aujesu 1o-

BpIIMHYy Tparne3a Ha Py'u P, koje cy y pasmjepu P : Po = 3 : 5, onpenutu
JIy2KUHE FHeTOBUX OCHOBHIIA.

Opnpenuru Opoj neronudpeHnX IPUPOIHUX OpojeBa y dujeM 3amnmcy ce nudpa
HyJa T0jaBJbyje TAYHO JBa IIyTa.



64 JYH 2020.

Pjemmema

1. Haxon oZly3uMaltba pa3JjiOMaKa y 3arpa/u, JaThu U3pa3 CBOJAU CE€ Ha U3Pa3

(V3a— VB — (VI + VB VP =2V
V2t VB(Vaa— V) ayavh

3Gor yeaosa a > 0 u b > 0 Bpujemn Vb2 = b u Va2 = a. Kopucrelin dopmyie 3a
KBaJIpaT 30Mpa U pasyinKy KBaJipaTa IMPeTXOJHU M3pPa3 ce MOXKe 3alllCaTh Kao
2a — 2v/2ab + b —2a — 2v/2ab—b b —2a
2a—b . 2,/av/b
_ 4V2ab b—2a  4v2,/aVb
Tb-2a 2avh  2/avh
=2V2.

2. JlaTa mejemnadunia ce HAKOH cpehwBama CBOIN Ha

z+1+10—-2z

Gt <Y

a UCTa je eKBUBAJIEHTHA Ca

—x4+11 -5z 42?2 —-5+=x

<0,
(5—z)(x+1)
OJIHOCHO Ca
— N (x —
(2-2@-3) _,
(5~ 2) @)
(—OO,—l) -1 (_172) 2 (273) 3 (375) ) (5300)
T —2 - — S 0 + + + + +
z—3 - - ~ |- = Jo| + [+ -
5 - + + [+ + [+ + [0 -
z+1 — 0 + [+ + [+ + 1T+ +
@=2)(E-3) - ol — o -
(EDIeED) H.. + —+ H./.

Tabemna 2: 3agarak 2.

U3 Tabene 2 nobujamo Ja je pjemerse jgare nejennadune ckyn (—oo, —1) U (2,3) U
(5, +00).

3. OzHaunmo ca @ 1ujeHy pode Ha MOYeTKy rojuae. HakoH MpBOI MOCKYIJbEHa
3a 10% poda je mMana mujeHy

L1,
07T 10"

Haxon gpyror nockymbema 3a 10%, poda je nmasa nujery

no,1on
10 10 107 1007
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Haxue, nujena pobe na Kpajy roguse je 3a 21% selia o1 nujene pode HA TOYETKY
rOJIAHE.

4. Tloncjerumo ce ma KBaIpaTHa jegHaunna ax’ + br + ¢ = 0 uma peasHa
pjelera aKko U caMo aKo je meHa jquckpumunanta D = b% — 4ac > 0. lake, qa ou
jennaunna 2 — 2(m+2)x + m? 4 12 = 0 uMaJIa peajHa, pjellemba, MOpPa OUTH

4(m+2)? — 4(m? +12) = 16m — 32 > 0,

OJTHOCHO M > 2.
5. Younmo 1a ce jeTHANUHA,

2T + 5. 3172 — 39: - 2171
HaKOH JIHjeberba ca 3%~ 2 CBO/IM Ha jeIHaInHy

2172 . 22 ) 2m72 )
3z—2 +5=3"- 3z—2

KOja je eKBHBAJIEHTHA Ca jeTHATNHOM

2172 2w72
4.2 5=9-2-(% .
(5) +o-1-2(3)

CpehusameM 10dujamMo jeHadnHy

9 r—2 g
3 3’

Tj. jerHaunHy T — 2 = 1, a |beHo pjeliemne je T = 3.
sin &

6. Kopucrehu unmenniy jia je tg § = % , IodujaMo Jia Bpujesn

Ccos

. . Qg.sin%
sin o 2sin § cos § 2c08° 5 - oo m 2tg &
sina = = 2 2_ — : — = 2
1 sin? & + cos? & 20, sin? § 1+tg?e
5 + 2 cos?§ (1—|—COS2%) g 3
u
02 o
. QQ. _ Sin 5
cosa.  cos?2 2 —sin?e cos? - (1—- %) 1—tg22
cosa = = 2 2 — 2 = 2
1 in? & 2 2 a sin? & 14 te2 e’
sin® 5 + cos® 5 cos? & (1+C0$2%) +tg° 35

Kaxo je tgg =3, 1o je

3aro je
S5cosax — 3 _—4—3
10sinae+1 6+1
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7. Youmwmo ma spujemn (14-4)% = 2i m (1—4)? = —2i. Kaxo je i** = 1,k € N\{0},
TO je KOMIIJIEKCAH OpOj 2 jeHAK
((1=8)%)" (1 - 1)
(201010
(=20 (1 — )
91010 , ;1008 _ ;2
T 21009 {1008 . . (1 — )

2
(1 =)
o 2i(1414)
—1(1 —142)
=1—i.

Jaxiie, *MarvHapHU JIMO KOMILJIEKCHOT Opoja z jemHax je -1.

8. Osmauumo ca l : y — yg = k(z — xo) menosuary npasy (Ciuka 21). Kako cy
mpase p u | mapaJiesine, TO Cy BUXOBU KoeduujeHTH npasana jeanakn. Koedburu-
jenr npasua upase p : y = —4x + 1 je k = —4. Koopaunare cpeaumra gayxxu AB

P l

Cauka 21: 3amarax 8.

cy
T+2 9 -1+3
xro = —==—1MH"u = =
0 B B Yo D)

Ha ocnoBy cBera modujernor nmamo Ja je jeIHadnHa mpase [

9
—1=—4 (=2
y (+-3):

y = —4x +19.

1.

OJTHOCHO
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9. Heka je ABCD Tpamne3 ca OCHOBHUIIAMA @ U b U CPEIIHOM JIMHUJOM JIyXKIHE
m = 10. Kako cpenma JinHAja [IOJIOBU BUCHHY TPAIE€3a M KAKO je CPeiba JIMHU)A
napaJiesiHa ocHopunaMa rpatesa (Ciuka 22), nMaMo Jia OHa, JI1jeJsIH II0JIa3HU TPAIe3
Ha JBa Tpalle3a 4uje Ccy IOBPIINHE
b+m h m+a h

p=2r™m P, =
L D S S T

Kako je mato na je m = ‘ITH’ = 10, umamo ga je b = 20 — a. VI3 yesoBa 3amarka
Py : P, =3 :5 umamo ja Bpujeau

10+b . h 3

2 2 _ Y

10+ h ?

0ta b5
OJIHOCHO

30—a 3

104a 5

Tlocmenma jennaunna ekBuBajeHTHA je jeanaunan Sa = 120, omaxie jodujamo Ja
je a=15cm, a ouza je b = 5cm.

D C

>

Py

[N

P,

Camka 22: 3amarak 9.

10. Tpeda ma ompemumo Opoj merormdpenux OpojeBa Ko Kojux ce 0 mojaBibyje
Ta9HO JIBa IIyTa, aju Kako ce mudpa 0 mHe Moxke Hallm Ha IPBOM MjecTy, TO je
Opoj HAYMHA Ja OApeanMo MjecTa 3a asuje 0 jeaHax (;) Ha npeocrana tpu mjecta
MOzke ce omabparm omio Koja o mudapa u3 ckyma {1,2,...,9}, tako ma je Gpoj
HavyuHa Ja ojadepeMo nudpe 3a mpeoctasia Tpu Mjecta jeanak 9 -9 - 9. Tpakenn
opoj merorudpenux OpojeBa ko Kojux ce nudpa 0 jaBba TAYHO JIBA IIyTa jeIHAK
je

4
(2> .93 =692 = 4374.






CEIITEMBAP 2020. 69

Cenrembap 2020.

®© N o

10.

3agau

. NzpauynaTtu BpujeIHOCT n3pa3a

16—1 167 + 161

. . . 167 + 1.
163 + 165 163 + 1
2 1
. Ako je dyukuuja [ nara ca f(x) = %7 U3PadyHATH
T —

J(~f(~a)), saa #2.

.Y dadpunm cy 35% pajgpuka keHe, a MyIIKHX DaJHUKa MMa 3a 252 BuUIIeE

HETo »KeHCKUX pajiHuKa. V3padynatu ykynan 0poj pajnuka y dadpury.

Opapenuru BpujennocTu napamerpa k € R 3a Koje je jeHO pjelnerme KBapar-
e jeanadune 822 — 6z + 952 = 0 jeaHaxo KBaJpaTy JPYTOT pjellema.

Pujemmuty excrionentmjaany jemnaaumy 322 4+ 32T 4 2. 3% = 126.
Axko je sin a — cos a = p, uzpauyHarTu sin 2q.
Pujemuru siorapuramcky jegaaauny log(z + 2) + log(z — 7) = 2 - log(z — 4).

OppenuTu jeHadIMHy IpaBe Koja cujede pase duje cy jeanaqdnue r+y—+3 = 0
u2r—y—>5=0y raukama A u B, upu yemy je tauka M(1,1) cpenumire
nyxu AB.

. Y jemHAKOKPAKOM TpaIlesy [IyKHHa cpefibe juauje je m = 10cm u ayxuHa

nujaronase je d = 20 cm. VspauyHnaTn HOBPIINHY OBOI' TPAaIe3a.

Op 8 maTemaruyapa u 6 nporpamepa Tpeda GopMupaTH KOMUCH]Y O 5 djia-
HoBa y Kojoj he Outu Oap 2 mMaremarmuapa u Oap jeman mporpamep. Ha
KOJIMKO HAYMHA CE TO MOXKE YpaJuTu?
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Pjemmema

16—1 167 + 167
P T 16k
167 + 165 167 +1

15 167 (167 + 1
= : 4(1 +)-16%+1
162 (167 + 1) 162 +1
15 15
= +1= +1=4
162 + 1 V16 +1

2. Youumo J1a je 3a  # —2

_—2x—|—1_2x—1

f(==) —r—2  z+2
! 1-2
~f(-2) = 5

Ha ocHoOBy mpeTxoiHo HaBeIeHOT UMaMO Ja BPUje/IH jeTHAKOCT

1—2x 2—4xtax+2
12x) 2 P AR 43y

resa =1 (55 - 2 -

1—2x T 1-2x—2x—4 ~ _q9 _ ’
T+2 —2 3—dx

r+2

3a T # —%.
3. IlornenaTu 3a7arak 3. HAa IPUjEeMHOM HCIUATY OAp2KAHOM y cerrremOpy 2016.
4. Hexa cy 1 u xo pjeniema mocMaTpaHe jeJHAYNHE U HeKa je To = 3. Ha
ocuoBy BujeToBux dpopmysa nmMamo 1a Bpujean

3 9
X1+ T = Z U T1To = gk27

OJTHOCHO T] je pjellerme KBajlpaTHe jeTHadYNHe

3
2 4a - =0.

4
. . 1 _ 3
Haxon pjemasarsa Te jeHadnne BUJIUMO Jla MOpa OUTH T1 = 5 WK T1 = —5. ¥
CIAy4ajy Ja je &1 = —3, IMaJ OUCMO Jia je To = %, a Trixe = —%7 = %kQ, TO je

memoryhe, jepje 6poj §k2 HeHeraTuBaH 3a cBako k € R. 3akpyuyjemo 1a je

1 1
$1:§H£2:Zv
ma je
9 1
,kQZ,’
8 8

a 0Baj ycJIOB Bpujeu 3a k = i%.
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5. Youumo 1a cy cpenehe jelHauYnHE €KBUBAJICHTHE
32.3%4+3-3%4+2-3% = 126,
3%(9+ 34 2) =126,
3% .14 = 126,
3" =09,
oaKJie Mopa outu r = 2.
6. Keanpupajyhu nmosasny jeHaKOCT J0OMjaMoO J1a BPUjeIn

.9 . 2 2
sin”“ a — 2sinacos a 4 cos” a = p~.

Kopucrehu nosnare TpuroHoMeTpujcke UIeHTATETE

2

sin? v 4 cos®> a = 1 u sin 20 = 28in.ov cos a,

JodujamMo J1a je
1 —sin 20 = p?,

Tj. BpUjeIn
sin 20 = 1 —p2.

7. Ia Ou mosiazHa jeHaYMHA UMAJIa, CMUCTIA MOpa dutn © > —2, ¢ > Tux > 4,
omHOCHO Mopa dutn x > 7. Kopucrehn nosnaTa cBojcrBa JjiorapuraMcke byHKIH]je

log, x +log,y =log,zy, x,y>0,a>0,a#1,
nlog, z =log,z", «>0,a>0,a#1,neN,
AMaMo J1a je TO0JIa3Ha je/ITHaUNHA €KBUBAJIEHTHA Ca
log(z + 2)(@'— 7) = log(z — 4)°.
Hbena pjemema modujamo pjemasajyhu jennaanny
(x5 2)(x—7) = (z— 4)2,

a meHo pjememe je = 10.
8. Heka je A(za,ya) u B(xp,ys). Hoacjerumo ce na ce KoopauHaTe CPEIUINTA
M(zp,yn) nyxu AB padynajy no dbopmynu

$A+3SBH :yA+yB
2 ym 2

TN =
Kako je M(1,1), umamo ja Bpujene civeselie jeanakocru:
rat+rp=2uys+ys=2. (1)

TTomrro Tauka A npunajia mpasoj p 4duja je jeanadwsa x +y + 3 = 0, a Tauka B
pHIIaJia IPaBoj ¢ Yuja je jeanaumaa 2z — y — 5 = 0, To BpHUje/ie jeITHAKOCTU

xA+ysa+3=0u2zxp —yg—5=0. (2)
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Jaxuie, Henosnare Koopaunare tadaka A u B cy pjemerse cucrema jeanaduna (1),
(2).

U3 (1) umamo ma je x4 =2 — xp U Y4 = 2 — Yp, OJIAKJIe HAKOH yBPINTaBama 'y (2)
J001jaMo 18 BPUjeId CUCTEM

7T—xp—yp=0u2xp —yp —5=0.

Pjemapajyhu oBaj cucrem 3aksbytyjemo jga Mopa outu rp = 4 u yp = 3. Heno-
CpeHO J10dujaMo ja je T4 = —2 u ya = —1.

[Tosnara dopmysna 3a jeHadnHy IpaBe KpPO3 JIBHje TadKe Jaje HaM Jia TparkKeHa
mpaBa Kpo3 Tauke A u B umMa jeHadnHy

341

_y
129

y—3

OJIHOCHO
2 —3y+1=0.

Cimka 23: 3amarak 8.

9. Heka je ABC D jeHakOKpaku Tpales dija je cpejiba Jnanja ayxuae 10 cm
u gujaronasa ayzkuae 20.cm. Oznauumo ca D’ nopnoxkje sucune us tjemena D Ha
ocnosuny AB, a ca C' nogaoxje sucune u3 tjemena C na ocuosuny AB. Kako je
|C'D’| = |CD|, Te kako ce paju O jeIHAKOKPAKOM Tparesy, JdyzKuna jyxu AD’
KoOja je jemHaka pasmmy myxkuHa ayxu AB n D’'B mopa outn |[AD'| = a — “7_1’ =
“TH’ = m (Cmmxka 23). Kako je Tpoyrao AD’'D mpagoyrim, MOXKe Jia e TPUMUjEHA
IIuraropuna Teopema Ha Taj Tpoyrao. Bpujenu, makie,

m? + h? = d?,

OHOCHO
h = 10v3 cm.
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Kako je dopmysia 3a nmoBpmunny Tparnesa jegHaka

P=m-h,
3ak/pyayjemo ma je P = 100v/3 cm?.
C b D
d
h
4 m — atb D’ B

Cauka 24: 3amarak 9.

10. JIa ducmo dopmupam KOMUCHjy ca 5 HUJIaHOBa y KOjoj cy dap JBa MaTe-
MaThdapa U 0ap jeJlaH IporpaMep, HeOIXOMHO je (hOpMUpaTH KOMUCH]Y Y KOjOj CY
WM 2 MaTeMaTudapa u 3 mporpaMmepa, Win 3 MaTreMaThdapa u 2 mporpaMepa uin
4 maremarmdapa u 1 mporpamep. Bpoj nHadmHa ma omadbepemo 2 mMaTemMaTuIapa O
BUX 8 U 3 nporpaMepa of mux 6 jemHak je (g) . (g) Comano, dpoj HadwmHa 112
dopMupamMo KOMHCH]Y ca 3 MaTeMaTH4dapa oj BHUX 8 u 2 mporpamepa of mux 6 je
(g) . (S), a dpoj HaumHa J1a ce bopMupa Komucuja ca 4 MareMaTudapa of BUX 8 U
jemumv mporpanepom o wux 6 je (3) ¢ (6). Tpazeno pjememe npescrasmba 36up

JOOMjEeHNX BPUjEIHOCTH, OJHOCHO
8 6 " 8 6 n 8 6\
2) \3 3) \2 4) \1)
7-6 65 8:7-6-5
~T+6- — =1820.

8.7 654 &
o T3 ot Al
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Jyn 2021.
3agau
1. Heka je a = ;;g nb= g;g WNszpauynatu BpujeHOCT U3pasa
Va+alt+b+bL
. . T+a .
2. @yuknuja f je mara ca f(z) = b Ipu 4eMy Cy a,b peajnn OpojeBH.
x

10.

Akoje f()=1u f(2)=f (;), naliu uemy je jeaHaxo f(4).

. Kucena Boma je mockynuia 3a 15%. Kommko ce Te Boge MOXke cajia KynmuTu

3a HOBAIL KOjUM Ce TpHje MOCKYIJbeha MOTJIO Kyrnuru 368 simrapa?

. Oppenuru BpujegaocTu napamerpa k € R 3a kojy je jegno pjermerme jesra-

ynne 8x2 — 6z 4+ 9k2 = 0 jeqHAKO KBaJIPATy JIPYIOT pjellemba.

. Nzpauynatu 30up pjerema eKCIIOHEHITAjaTHE jeTHAMIHE

29: + 3I72 — 393 . 2:!)+1'

. Ompenuru 5poj pjerrerba TPUTOHOMETPICKE jeHadnne sin 2x —cos ¢ = 0 Koja

ce Hastaze y unTepsaiy [0, 2m|.
WspadyHaTy BPHjeAHOCT U3pa3a
Z+7z
22+ 3’

. o 1 1- .. W .
aKo je z = —5 + 51, TJje je 1 UMaruHapHa jeJJaHuIa.

. Hare cy rauke A(3,1) u B(7,7). Halin jenquauuny cumerpadse myxu AB.

. Heka je mar pom0 umju je 30up myxxwuna aujaronana di +ds = 8 cm u 4uja je

nospumua P =7 cm?. M3paaysarn 0duM 1aTor pomba.

Oapenutu 6poj YeTBOPOIUGPEHUX IPUPOIHAX OPOjeBa KOjU Cy JjeJbUBH Ca b
u Koju cy Mamu ox 2021.
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Pjemmema

1. BpojeBu a u b ce Mory Hanmcatu y jeZHOCTABHHUjeM OOJIUKY HAa cibemehm
HAYUH:

2B2VB_(@-VBR_a-aBes =
T i =7 —4/3;

po V3-V2 VB-VE (VB-VR?  3-avBr2/y ) o
VB+VE VB—vE (VBP—(Vap | 3-2 |

Kopucrehn nperxonna n3padyHaBamba IMaMoO J1a je

a+a l4+b+b!

1 1
=7T—4V34+ ———+5-2V6+ ———
743 5= 26
_(7—4\/§)Q+1+(5—2¢6)2+1
743 5—2v6

49 -56v3+16-3+1 25 =20v/6+4-6+1
B 743 - 526
98 —56v3 | 50 —20V/6
T a3 526
714(7f4\/§)+10(5~2\/6)
7—4V3 5-2V6

Bakspydyjemo 1a je vVa +a~l + b+ b= = /24 = 21/6.
2. Us yemosa f(1) = 1 nodujamo

= 24.

- 1+a
240

1=f(1)
W3 nperxojHe je tHaKOCTH 3aK/bydyjeMo na je b # —2. HakoH MHOXKema je JHAaKOCTH

ca 2 + b nobujamo na je 2 + b =144 a, mro je ekBuBajieHTHO ca a = b+ 1. Kaxko je

_2+4a
44b

f2)

To u3 yciosa f(2).=f (%) IodujaMo

2—|—a_ 1+ 2a
44+4b 242’

b#—4,b# 1.

Kopucrehn jemnakocr a = b + 1, Kojy cMO J0OW/IM W3 IPBOT yCJIOBA, MIPETXOIHA

jEeJTHAKOCT Ce CBOIU Ha
3+b 3+2b

44+b 242



JYH 2021. "

MHozkereM nperxoaHor u3pasa ca (4 + b)(2 + 2b) nodujamo
(34+0)(2+2b) = (3+2b)(4+ D),
73 Yera Jajbe JT00MjaMo

26% + 8b+ 6 = 2b% + 11b + 12.

IIperxonna jemnakocr ce cBomu Ha 3b = —6, Tj. b = —2, 30010 vera Bpujean 1a
je a = b+ 1 = —1. Bpahajyhu modujerne BpujeaHocTn y m3pa3 KOJEM je 3aJaHa
dyHKIIIja 100MjaMo 12 je
z—1

fla) =5 —5

Bpujennocr dyuknuje 3a r = 4 je
4-1 1
)= —— = —.

3. O3HaunMo ca T IHUjeHy Kucesie BOJE IO JINTPY MPHje MOCKYIJHEha, a ca m
KOJIMYMHY HOBIIA KOja je morpedHa ma ce Kynu 368 simrapa Kucese Boje. laja je
368 - x = m, omHocHO 368 = % Haxon nockymnema on 15%, nujena xucesie Boje
o yutpy usnocu r + 15%x = 1, 15z. Konuuura Kucese Boae Koja MOXKe J1a ce KyIH
3a HOBAIL M HAKOH MOCKYII/bEHha je

m 1 m 1 100 - 368
1,152 1,15 z 115 308 =5
(5-20) - (23-16)
= pr— 2 .
5-23 320

4. Tlornemaru 3ajarak 4. HA IPUjEMHOM HCIHUTY OJpKaHOM y cerrreMOpy 2020.
5. Ilonazna jegnaunma ce MOXKE 3aIllUCATHA y OOJIUKY

2x o+ 2&7-{—1 — 30? _ 3%—2.
Kako je 27 42711 = 27 42.2% = 3.2" u kako je 3" —37-372 =37 (1 — §) =3 5,
[I0JIA3HA je/THAYNHA je €KBUBAJIEHTHA jeHAYNHUI
8
3.2 =3%.—.
9

Hujesperbem mpeTxofHe jennadnne ca 3 - 37 modujamo

3)--0)"

3 mperxomHor BuMMO na je £ = 3 jeIMHO pjellerse MMoJIa3He jeTHATIMHE.
6. Kopucrehu dopmyiy 3a cuHyc JIBOCTPYKOr yIvIa JIaTa jeJHAINHA Ce CBOJU
Ha 00JIMK

0 =sin2zx —cosz = 2sinz cosx — cosz = cosx (2sinx — 1).

W3 pperxomsor 3akspydyjemo ma je cosx = 0 mim sinz = % Jenuna pjemema
jempaaune cosx = 0 y unrepsaiy [0,27] cy § u 37”, JIOK Cy jemuHa pjeriema
s

jenHauuHe sinx = % y JaToMm mHTepBasy g u . [akie, nara jennauuna uma 4

pjemema y unrepsaiy [0, 27].

6
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7. 3amjenom z = —% + %z y JIaTU U3pa3 JI00ujaMo
247 _ b4t (R ) _ -+ dit (b d) _
2243 2(—3+31) +3 —1+i+3
-1 2—4 =244 =2+
240 2—4 2241 5

8. JemmauwmHa npase Koja mpoJasu kpo3 tauke A(3,1) u B(7;7) je

7—-1
y—1=-—(-3),

omtocto y = 2(z—3)+1. Cumerpasa 1yxu AB je npasa Koja je HOpMaJlia Ha 1y2K
AB u xoja noniosu a1y AB. Heka je M tauka koja nosioBu ay»x-AB. Koopnunare
Tauke M cy (%, %) = (5,4). Kaxko je cumerpasa nayzxu AB HopMaJiHa Ha [IPaBY
y = 2(z — 3) + 1, To KoeduIHjeHT NpaBla CHMeTpaJe Mopa Ja Oy/le jeJHaK

1 2
-5 =2
5 3
IITO [1aJb€ 3HAYN J1A jeITHAINHA HOPMAJIe UMa OOJIUK Y = — %x+n. Cumerpajia 1y x)u

AB uposiazu Kpo3 Tauky M, I1a yBpIITaBame KOOpAUHaTa Tadke M y IPeTXOmHy
JETHAKOCT HaM Jlaje

2
oJlaKJIe JIOOMjaMO Ja je n = % Hakse, jeiHadnna TpaykeHe cuMeTpase je y =

2 22
—3T+ 5.
3 3
9. Heka je ca d; osmadena kpaha mujaronasa garor pomda (Ciumka 25). TTo-
BpIIMHA pOMDa Cce MOYKe M3padyHaTw momMohy dbopmyiie

dids
2 )

P:

u3 dera Jo0oujamMo n1a je di -dg = 14 Axo mpeTxo/iHy jeHAKOCT 3aIuIIeMO y ODJIUKY

14
dy’
Tasa ce jeTHakocT di + do = 8 ¢Boau Ha

14
d — =8.
1+d1

MHuozkereM HPETXO/IHE jeTHAKOCTH ca di J00MjaMo KBaJIDATHY jeHAINHY
di —8dy + 14 = 0.

Pjemasajyhu_nperxonmy jeamaumny modujamo fa je dy = (4 —+/2)em mmm dy =
(4++/2) cm. Kaxo je d; xpaha aujaromasna, u3 jeamakoctu di +dy = 8 3aK/bydyjemo
naje.d; < 4. Crora, 3ak/bydyjemo ma je di = 4 — /2. Jlyskuna apyre amjaronase
je dy =8 —dy = (4+V/2).
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A a B

Cauka 25: 3agarak 9.

Jujaronase pomda ce cujeky MO MpaBUM yIJIOM, ma je Tpoyrao ABFE mpasoyrim.
Kako ce aujaronase pomba mosiose, 1o je |AFE| = dv; u |BE| = %. Kopucrehn
[Muraropuny Teopemy y tpoyriay ABE mobujamo ja je

di\?  [dy\?
2_ (@ G2\ _
a_(Q) +(2) 9,

o/laKkJjie 3akspydyjemo 1a je a = 3. Haxie, odum mgaror pomda je O =4 -a = 12cm.
10. IIpsu nawun. IlocmarpajMo 3a modeTak derBopoludgpeHe OpojeBe Koju
nouniby ca 1mudpom 1 u Koju cy gjessusu ca 5. Bpoj je ajesus ca b ako n camMo axko
3aBprasa ca mudpom 0 wim 5. HYersopouudpeHn Opoj Koju mounme ca 1 u Koju je
jespbuB ca b je odbiimka
lzyz,

upu gemy je 6poj z € {0,5}. BpojeBu x,y cy dpojepn usz cxkyna {0,1,2,...,9}.
Ja ducmo nodum gerBoporudper Opoj AjesbuB ca b Koju mountbe ca 1, moTpedHo
je ma m3adepemMo OpojeBe T, ¥, 2 Ha MPETXOIHO OMMCAH HAYWH. Bpoj & MoxkeMo 1a
onabepemo uHa 10 HaunHa, Opoj y, Takohe MoxkeMmo j1a ojgadepemo Ha 10 HauMHA, JTOK
Opoj z MOKeMO J1a o7adepeMo Ha J1Ba, HaunHa. Kopucrehu ce mpuHITUIIOM TTPOU3BOIA
3aKJ/bydyjemo ma TakBux opojesa uma 10-10-2 = 200. Bpojesa gjesbupux ca 5 Koju
noumiby ca 2 u Mamu cy oz 2021 uma ykynuao 5 (2000,2005,2010,2015,2020). Cxoxso
TOMe, 3aKJByIyjeMO J1a geTBopormdpennx OpojeBa Koju cy mamu o1 2021 u koju cy
ajesbuBU ca 5 nMma yKynHo 205.

Apyru Hawun. Y mmsy Opojesa 1001,1002,1003,...,2000 caku metu Opoj je
JjeJbuB ca 5, HITO 3HAYU J& Yy TOM HHU3Y YKYIIHO HMa % = 200 SpojeBa koju
cy mjessuBu ca 5. Bpojesu 1000, 2005, 2010,2015,2020 cy Takobe mjesbuBu ca b,
aJln HUCY MODPOjaHW Yy IPETXOMHOj MUCKycuju. Yopajajyhium m mux modujamo 1a
naBesieroM Hu3y nma 200 4+ 5 = 205 OpojeBa Koju Cy JjesbuBH ca b.
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Cenrembap 2021.

10.

3agau

. NzpauynaTtu BpujeIHOCT n3pa3a

a b a—3b
<b+a 1 1 ).1a+b
a b b b * 3a+b )
g_b 48 10 dath _3

mpu yemy je a # 0,b# 0,a # b u a # —b.

. IBa nponudpena opoja, Koju umajy ucre mudpe, ce oaHoce kao 4:7. Axo je

30up mudapa cBakor of dpojeBa 9, m3padyHaTH TPOU3BO, IUdapa CBAKOT O
opojena.

. OgpenuTu 3a KOJIMKO MpoTieHaTa he ce cCMambuTh BprjeMe MOTPEdHO Jia ayTo-

Modu npelje uctu nyT, ako ayromoousa noseha opzuny 3a 50%.

. OnpemuTu BpujeanocT mapamerpa m € R 3a Koju KBajparhe jeanaunte 222 —

(3m + 2)x + 12 = 0 u 42% — (9m — 2)x +36 = 0 uMajy ucTo pjentene.

. Ogpenuru opoj neronudpenux dpojeBa oduka 34xHy Koju Cy JjebuBU Ca

36.

. OznpeauTn 5poj pjelrema eKCIOHeHIjaIHe jeaHaanne 5% — 5377 = 20,

. Ozpenuru 5poj pjelema eKCIIOHEHITjaJIHE jeTHAINHE

4sin? z cosx — 4sin®z + 3sinx — cosz = 0

Ha uHTepBamy [0,7].

. Pujemurn jemnaammy

34104174 .- -4+ = 345.

. Ospenuru Koop/inHATE YeTBPTOT TjeMeHa napaJiesnorpama ABC D ako cy mo-

suara Tpu tjemena A(1, —2,0), B(2,1,3) u C(-2,0,5).

WspagynaTu noBpinay poMmda ako My je oduMm 36 cm, a Jy?KUHa CTPAHUIIE je
nBa myTa Beha on Bucure.
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Pjemmema

1. Kopucrehu ocmosme anredapcke omepalyje U UICHTUTETEe JaTH U3Pa3 CBO-
JUMO Ha, cJbegehn obJmK

b —3b
%+5+ I :1—‘;%
g_b 142 g0 )7 3utb_3

a—b
2 2 4b
Y e S S W
T\ a2-b2 a+b a=b | © _4b

ab a a

_ a2+b2+ a a 'afb
" \a2—=b2 a+b a—-b) a+d

<a2+b2 a2aba2ab> a-+b

a? — b2 a? — b2 “a—b
7a2+6272ab a+b
T a2 =2 a—b

(a — b)? at+b
(a—b)(a+b) a—b 7
upu gemy je a # 0,0 # 0,a # b u a # —b.

2. Hammmmmo Tparkene OpojeBe Kao TY U YT, IJje & U Y IpeJcTaBibajy nudpe
TpakeHnx OpojeBa. /I3 yciioBa 3a/1aTka IMaMO 14, je

z+y=9 w TY:Yx=4:"7.
AKxo OpojeBe Ty 1 YT 3alMIIEMO Y OOJMKY
zy=x-10+y n yr=y-10+=z

JI00mjaMo [1a, je
(10z+y) : (10y+xz)=4:T7.

Pjemasajyhu nperxomny nporoprujy modujamo jga je 70x + Ty = 40y + 4z, oqHOCHO
2x = y. YBpIITaBameM IPETXOMHO JO0MjeHe jeJHAKOCTH Y YCJIOB 33/1aTKa TI0OUjaMO
maje 9 =x+y =x+2x = 3x, u3 gera caujeau ¢ = 3. Kako je y = 2x = 6, To
nmodujamo fa je mpou3Box nudapa gatux opojesa 3 - 6 = 18.

3. OsHaummMo ca. S JAyKHUHY IIyTa Koju ayromoous npebe kpehyhu ce mnpso-
durHOM Op3mHOM v;. Bpujeme Koje je morpedHo ayroModuiy ga npebe myT garom
Op3uHOM je

fo=—
U1
Veehasamem Opsune 3a 50% ayromodusn he ce KperaTw Op3HHOM OJ Vs = vy +
50%wv; = 1,5v1. dakie, kama ayToMoOWI Ipesia3u MCTU IyT yBehaHoM Op3uHOM
BpHujeMe Koje My je MOTPedHO 3a TO M3HOCH

oS8 _Los_ 2, _(,_ 1),
2_’1)2_1,5’1)1_% 1)1_3 e 3 1.

Crora, IpoIeHAT 3a KOjU Ce CMakU BpUjeMe U3HOCU % ~ 33,33%.
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4. Hexa je t 3ajenHnyKo pjememe naTrux jegHadnHa. Kako je ¢ pjememe mpse
jemmaumie mvmamo fa je 2t2 — (3m+2)t+12 = 0. MuoykemeM TpeTXoIHe jeAHaKoCTH
ca 3 npodmjamo 6t — (9m + 6)t + 36 = 0. Bpoj t je pjememe u JApyre jegnaaune,
nro s3Haun ja je 4t2 — (9m — 2)t + 36 = 0. UsjenadaBamen IPETXOTHO TOOU]EHIX
jeTHAKOCTHU JI0OMjaMo Jia je

6t> — (9m + 6)t +36 = 0 = 4t> — (9m — 2)t + 36,

onsocHo 2t2 — 8t = 0. Comjenm na je t = 0 wmm ¢t = 4. Axo 6u 6mio t =0, u3 npse
jemadume modumn oucmo ga je 0 = 2t2 — (3m + 2)t + 12 = 12, mTo HE MOXKe 1a ce
necu. Hakie, ako JaTe jeIHAYMHE UMAjy UCTO PJEIebe, TO PjeIIehe Mopa, /1a OyIe
jenmako 4. Kako je 4 pjemnreme mpBe jeaHaInHe TMaMO 18, BpUjeIn

0=2t2—(3m+2)t+12=2-42 — (3m +2) - 44 12 =36 — 12m,

OIHOCHO M = 3. YBpINTaBameM m = 3 BUAUMO [1a JaTe jeIHATNHE 3anCTa UMAjy
HUCTO Pjellerne.

5. Bpoj je njemus ca 36 ako u camo je ou gjesbus u ca 9 u ca 4. Bpoj je gjesun
ca 9 ako u camMo ako My je 30up mudapa gjessus ca 9. Bpoj mjesbus ca 4 ako u
caMo My je aBorudpeHu 3aBpinerak jespuB ca 4. Jlakie, Ha OCHOBY KpPUTEPHjyMa
njesbuBocTH ca 4, crmjenn ma 4 Mopa ma mujemn 6poj by, raje je y € {0,1,2,...,9}.
Crujenn ma 3a y uMamo jBuje mMoryhnocra, y = 2 wiun y = 6.

(a) Ako je y = 2 Ha OCHOBY KPUTEPUjyMa JIjeJbUBOCTHU ca 9 3aKJbydyjeMo na Opoj
34+44+2+5+2=14+ x mopadurn gjessus ca 9. Kako z € {0,1,2,...,9},
Opoj 144z € {14,15,16,...,23} je njesbus ca 9 camo y cayuajy Kana je = 4.
Jlaxiie, y 0BOM ciiyuajy uMamo jeiaH Opoj KOju 3aJ0BO/baBa yCJIOBE 3aJIaTKAa,
TO je Opoj 34 452.

(6) Ako je y = 6 aHaJIOrHO pjellerby M3 IPETXOAHOI CIydaja UMaMo Ja Opoj
3+4+2x+5+6 = 18+ x mopa duru mjemus ca 9. Kako je x € {0,1,2,...,9},
opoj 18 + z € {18,19,20,...,27} je njespus ca 9 ako u camo ako je z = 0 wam
x = 9. /lakse, y OBOM C/Iy4dajy MMaMo JIBa Opoja Koja 3aJ0BOJbaBAjy YCJIOBE
3aJ1aTKa, TO cy opojeBm: 34056 u 34 956.

Ciujeau ja mocToje Tpu Opoja JaTor o0JIMKa KOjU Cy Jje/buBu ca 36.
6. Ilonazny jeHaYUHY CBOJIMMO Ha 0] €KBUBAJEHTHY

53

5 —
5LE

= 20.

VBohemem cMjene 5% = t,t > 0 godujamo jegHATHHY

125
t— =2 =20,
t

omaocHO t2 —20t — 125 = 0. Pjemema nare KpaipaTHe jemHaumme cy t; = 25 o
ty = =5. Kako je t > 0 jemuno Moryhe pjememe je t = 25. Kako je 5% =t = 25 = 52,
J0oujaMo Jia je x = 2 pjelieme mosa3ne jeqHaqnne. Jlakie, jeHatnHA UMa jeTHO
pjenieme.
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7. Kopucrehu oCHOBHE TPUTOHOMETPH]CKU UIEHTUTET sin? z+4cos? z = 1, m3pas
Ha JIMjeBOj CTPAHU 3HAKA jeJHAKOCTU ce TpaHcdopMurie y
4sin® zcosx — 4sin® z + 3sinz — cos
=4sin? z cosx — 4sinx(1 — cos® ) + 3sinz — cosx
=4sin® x cosx — 4sinx 4 4sinz cos® z + 3sinx — cos

=4sin® x cosz + 4sinz cos®> z — sinx — cos z.
Kaxko je sin 2z = 2sin x cos x, TpeTX0oMHN U3Pa3 Ce MOXKE 3AMUCATHA.Y OOJUKY
2sin x sin 2x + 2 cos x sin2x — sinx — cosx.

Kopucrehu ce dopmysiom 3a nmperBaparme mpon3BOia TPUTOHOMETPU]CKUAX (DyHK-
nuja y 30up a00mjaMo

2sin2zsinz = cos(2z — ) — cos(2z + z)'= cos T — cos 3z

2sin 2z cosz = sin(2z + ) + sin(2z — ) = sin3x + sin .

VeprraBajyhu mnperxo/iHe jeJHAKOCTH, 100UjaMO & je MOJIa3Ha jeIHAYNHA €KBU-
BaJIEHTHA jeTHAYNHU
—cos 3z + sin 3z = 0, (3)

onuocHO sin3x = cos3zx. [IpumujeTumo Jia 3a & 3a Koje BpUjeJu NMPETXOTHA He-
jemmaxoct cos 3z # 0. 3amcra, axo je cos3z =.0, Tana 3z = § + km,k € Z, u3
Jera J10dujaMo sin 3z = sin (g + kw) = (—1)F # 0 = cos 3z. JljepemeM jemnaaume
sin 3x = cos 3z ca cos 3x # 0, modujamo jemnaunny tg 3x = 1. Crora, pjerema jgare
j®emnasnne cy

3x:§+k7r, keZ,

OJIHOCHO
s km

= LT kez
23 "

W3 oBora BumnMo 1@ jenHaquHA nMa 3 pjermerma y uHTepsBaty [0, 7]:

T

s 51 97

N U
12 12 12

Jpyiu navwun. Kopucrelin 0OGHOBHE TPHTOHOMETPH]CKH HueHTHTET sin’x = 1 —
cos? x, U3pa3 Ha JIMjeBOj CTPAHU 3HAKA jeJIHAKOCTH Ce TPAHC(OPMHUIIE Y

4sin? zcosz — 4sin® 2 + 3sinz — cosz
=4sin? z cosz — 4sinz(1 — cos? ) + 3sinx — cos
=4sin rcosx — 4sinz + 4sinx cos® z + 3sinx — cosx

22 —sinx — cosz.

=4 sin? 2 cos x + 4 sin z cos
=4sinx cos z(sinz + cosx) — (sinx + cosx)
=(sinz + cosz)(4dsinx cosx — 1)

=(sinx + cosx)(2sin 2x — 1).
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Pjemema mare jeqnaunne HamasmMo U3 pjellena jeJHAITHA
sinx +cosx =0 m 2sin2zxz —1=0.

Kako je
T T ™
sinz 4+ cosz = V2 (sinxcos 1 + cos x sin Z) = /2sin (x + Z)
JI00MjaMo J1a Cy pjellierha MpBe jeHATIHHE

r4+ - =kn, keZ.

0
4
N3 oBora Buammo ma jenwro 3a k = 1 mMaMo pjernehe jegHadnHe Koje IMPUIIama
JaTOM MHTEPBAJLY.

Tpancdopmarijom apyre jeaHaduHe Ha OOJIUK

1
sin 2x = ok
JodomjamMo 11a je

2$=%+2kﬂ' AT 2x=5%+2l7r k,leZ,

73 Yera 3aKJbydyjeMo Ja Cy pjellema JaTe jeTHadrHe

™

T 1

5
+ km I/Il‘ZTg-‘rlﬂ', k,l € Z.

JenuHa pjerrema Koja ce HaJia3e y JaToM MHTepBaJy godoujamo 3a k=0 wu [ = 0.
Crora, naTa jeiHasIMHA UMa TPH Pjellleha ¥ JATOM HHTEPBAJLY.

8. Yoummo f1a cadupiu ca JIiMjeBe CTpaHe 3HAKA JeTHAKOCTU 00Pa3yjy apuTMe-
TUYKU HU3 YHUjU je IPBHU 9jIaH a1 = 3 u pasnimka d = 7. Kako ducmo onpennan x
JIOBOJBHO je OJIpeUTH Ha KOjOj HMO3UIMjN ¥ HU3Y Ce T HaJa3W. Y 3aJaTKy je JaTa
cyMa IPBUX N YIAHOBA apUTMETHUYKOI HU3a, IJje je m mo3unuja dpoja r y ToM
uuzy. Kopucrehu dopmyny 3a cymy IpBUX N JIAHOBA ApUTMETUYIKOI HU3a

n

Sn2

(2a1+(n—1)-d),
jeqHaYMHA ce CBOIU Ha
n
5(2~3+(n—1)«7):345.

U3 Tora godujamo ja je 690 = n(7n — 1), omrocro 7n? —n — 690 = 0. Pjemanamem
nodujeHe KBaJIpaTHe jeqHadnne ooujamo gaa je n = 10 wim n = f%. Kako je n
npupoan opoj cimjernu ma je n = 10. lakie, x je mecern wiaH HM3a ¥ HA OCHOBY
dopmysie 3a n-Tu WiIaH apUTMETHIKOT HU3a UMaMo Ja je © = 34 (10 — 1) - 7 = 66.

9. Koopaunare yerspror tjemena D(x,y, z) maror napasenorpama ABCD na-
JIA3UMO W3 jeTHAKOCTH AB=D (Ciuka 26). Kako je AB=(2—-1,1—-(-2),3 —
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D C

Ny,

>

A B

Cauka 26: Samarax 9.

0)=(1,3,3)u D? = (-2 —2,0—y,5 — z) usjennadaBarmeM oAroBapajyhux Koop-
JIIHATA JTOOUjaMOo

—2—-—x=1,
—Yy= 37
5—z=23,
opuocHo x = —3, y = —3, z = 2. Jlakue, koopaunare tauke D cy (—3,—3,2).

10. Odum pomda je O = 4a = 36cm omakie je a = 9cm. Kako je jyzkuna
crpanutie Jiymio seha oy BucuHe Baxku Ja je a = 2+ h ognocno h = 4. Ilospruna
pombda ce MoxKe 100uTH 10 hopMyIH

(1,2

P=a h=2"
¢ 2

Vepmrasajyhin a = 9cm nodujamo ga je P = % cm? = 40.5 cm?.
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Jyn 2022.

10.

3agau

. NzpauynaTtu BpujeIHOCT n3pa3a

1-24+3-4+5-6+---42019 — 2020 + 2021 — 2022.

. zpadyHaTu BpHjeIHOCT U3pa3a

92020 | 92021 | 92022
14 . 21011

. zpauyHnaTu BpHjeIHOCT U3pa3a

l1+a+ &
1+ L5 7

. OcHoBHUIIA jeJTHAKOKPaKOr TpoyrJia je 6 cm, a Kpak je b cm. OupeauTu Iy »Ku-

HY BUCHHE Ha KpaK TpoyTJla.

. Axo je f(x +1) = 22 — 3z + 2, onpeuru f(z — 1).

. Pujemuru nejennaunny

22+ 3x 44
a2 +5x+6 "

Wspauynatn KoeduinjeHT mnpasia cuMerpajie JAy»KHU 4hje Cy KpPajibe TadKe

A(=2,—1) u B(2,2).

z> 2

8
. Oxpenuru koeduujent y3 &7y passojy (7 — ;) .

. Komuko mma npuposnmx 6pojesa n 3a Koje je n? + 2n + 29 normyn xKsajapat?

Y Hu3y O] IeT NPUPOAHUX OpojeBa Opoj 2 je mpsu, a dpoj 12 nocweamu. [Ipo-
u3BO, IpBa TpHU Opoja je 30, mpousBos cpeama Tpu Opoja je 90, a mpousBos,
noc/betha Tpu opoja je 360. Koju je dpoj y cpegunu Tor Hu3a?
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Pjemmema
1.
1-243-4+5—-6+---+2019 — 2020 + 2021 — 2022
=1-2)+B—-4)+(5—6)+---+ (2019 — 2020) + (2021 —2022)
=(=1) + (<1) + o (<1) + (1)
=(—1)-1011 = —1011
2.
92020 | 92021 | 92022 B 92020(1 4 2 4 22) B 21009, 7 100
14 . 21011 - 14 . 91011 - 14 - :
3. Bpujean
1 l—a+a(l—a)+1 2—a2
1+a+1m:4 I _ 1—2 “/1l4a
1—a2+41 2—a ’
L+ == S T=a(Fa)

saa ¢ {1,-1,v/2,—2}.

4. Hexka je tpoyrao ABC jemHakKOKpaku TpPOyrao 4duja je OCHOBHUIIA IIyZKHUHE
6cm, a kpak je gyxube 5cm u Heka je C' nomsoxkje Bucuue u3 tjemena C' Ha
ocuopuny AB (Cuuka 27).Kako Bucuna Koja 0JroBapa OCHOBUIH y jeTHAKOKPAKOM
TPOYTJIy IIaJIa Y CPEJUIINTe OCHOBUIE, IpuMjeHOM lluraropune reopeme Ha TPOyrao
C'BC 3akbydyjeMo Ja Bpujeiu

h? 4 3% =52,
onakie je h = 4. [loppmmua tpoyrina ABC' jennaxa je

a-h
P=—=12.
2

Kaxko ce nospmuna Tpoyrina ABC mMoxke m3padyHaTH U 1O (DOPMYJIH

bl
-2,

P
pu demy je hy BECHHA Koja ofroBapa Kpaky b, ciamjemu ma je hy = 2 =4, 8.

5 =

C

hp

A o4 B

Cauka 27: 3anarax 4.
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5. ¥YBemgumo cMjeny t =z + 1. Tana je x =t — 1, ma je
fA)=@t—-1)2=3(t—1)+2=1t>—5t+6.
Ha ocuoBy j10bujenor je
f(z) = 2* — 52 + 6,
mna je
fa—1)=(x—-1)%*-5x—1)+6=2a>— Tz +12.
6. Hakon ongysumama Opoja 1 jmjeBoj u ecHOj cTpaHu Jare-HejeTHAINHE, 10~
OMjaMO eKBUBAJIEHTHY HEjeTHATHHY
— 9 —
e
x2+5x4+6

OJIHOCHO

—2x —2 >0
(x4+2)(z+3) ~
(_007_3) —3 <_37_2) —2 (_27_1) -1 <_1700)
—2x — 2 + + + + + 0 —
T+ 2 — - - 0 + + +
T+ 3 — 0 + + + + +
% + H.I. = H.JI. + 0 —

Tabesa 3: Bamarax 6.

U3 Tadese 3 jobujamo 1a je pjeriere nare HejeaHadnne ckym (—oo, —3)U (-2, —1].
7. Iornenatn 3amarak 7. Ha IPUJEMHOM UCIUTY OJIPYKAHOM y IPBOM CEIITEM-
dapckoMm poky 2017.

8
8. IIpumjenom dunoMHe dhopmyIe 100ujaMo 7@ je u3pa3 (z—; — %) jesHaK

g: <2> (%Q)k <_32c)8_k - ki_o(_l)s_k <2)x3k—828—2k.

Kaxo ce Tpaxu kKoedulmjenT y3 z’, mocrapbaMo yciros 3k — 8 = 7 u nodujamo 1a

mopa outnu k = 5 Tpakernu koedurujeHT je

(=1)877.28725. (i) = _(§> L2722 = _% = —14.

9. Ilpermocrasumo ma je 6poj n? + 2n + 29 KBaIpaT HPHPOTHOT OpOja M.
Tama spmjem (n + 1)? + 28 = m?2. Baxmyuyjemo ma je 28 = m? — (n + 1)% =
(m —n —1)(m + n + 1). lorpaxumo upupoaue dpojeBe m u n 3a Koje Bpujenn
noc/beba jeaaakoct. Cucrem jegaHaduHa

m-n—1=1
m+n+1=28
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HEMa, pPjellierhe Y CKYIly IIPUPOIHUX OPOjeBa, jep OMCMO cadMpameM OBUX jeTHAYNHA
modwin 1a je m = 22—9 ¢ N. Cimuno ce noduje u y ciydajy cucrema

m—-n—1=4
m+n+1="7.

CucreMm

m-n—1=2
m+n+1=14

“Ma pjereibe y CKyIy Mpupoannx opojeBa. Hamme,
m=8 n=>5

je pjememe oBor cucrtema. Kako je m —n — 1 < m'+n + 1, To He pa3zMaTpamMo
ciyuajese kaja je m —n — 1 € {7,14,28}. Ucro Tako, kako je m+n+ 1 € N, 1o
HE pa3MaTpamo CIydajeBe HeraTuBHUX JIjesmiana Opoja 28. Kako je 28 =128 =
2-14 = 4 -7, nodujeHo pjeliere je jeANHO pjellerbe OBOT 33/aTKa, Tj. jeIUHO 33
n =5 je 6poj n? + 2n + 29 MOTIYH KBaJpaT.

10. Heka cy 2,a,b,c nu 12 nocmarpanu OpojeBu. Ha ocHOBY ycyioBa jaTtux y
TEKCTY 33/IaTKa UMaMO JIa BPUje/ I CUCTEM jeTHATNHA

2ab =30
abe = 90
12bc = 360.

Ako mpBy jemHauuHy cucTeMa IMOMHOXKUMO ca ¢ # 0, a apyry ca 2, xodujamo
nma spujeau 30c = 180, ma je ¢/= 6. YBpmraBajyhu Ty BPHjEIHOCT Y IOC/bEIEY
jeIHAYNHY CHCTeMa, 3aKJbyIyjeMO JIa je Cpebu wiaH Hu3a b = 5.
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Cenrembap 2022.

1.

10.

3agau
N3zpagynaTu BpujeIHOCT n3pa3a

sin® o + cos? a + sin? @ cos? a.

. zpadyHaTu BpHjeIHOCT U3pa3a

2022 | +2023
91011 L +1

112022
2021 _ ;o024 (1 +2)757,

rjje je ¢ UMaruHapHa jeJIUHUIIA.

. Yupoctutu uspas

. 4+a2

l,i , 38 a# 2,a#0.
2 a

. AKo je OBpIIHHA IIPABUIIHOT MIECTOyTIA jeaHaka P = 54v/3 cm?, oxpeaurn

JyKuHY Kpahe nujaroHasie IecToyriia.

. Heka je f(z) = Q;J:'z?’ ug(z) = 22‘"”:303. Onpenuru (f o g)(x).

. Axo je x = —1 pjememe kBajgpaTHe jenHaumpe 22 4+ mx +2m — 1 = 0,

OJIpeINTH 30UP KBaJpaTa CBUX Pjellerha Te jeJHAINHE.

Ipasa caapxu tauky A(8,15) u cujeqe npasy duja je jennauuna y = 7o + 9
oz, mpasuM yriioMm y tauku B. Ojpenurn 30up KoopamHaTta Tadke B.

. ITujena nexe pode je noseliana 3a 50%. Mspaaynarn 3a KOJIMKO je MOTPEOHO

CMAaIbUTH HOBY IIMjEeHYy Jia ce IHjeHa pode BpaThu Ha CTapy IHjeHy.

. OmpeauTu HA KOJIMKO ce HadnHa u3 ckyna {1,2,3,...,40} mory uzabparu Tpu

Opoja Tako ja um 30up Oyje HemapaH Opoj.

Bpojesu a, b u c/'cy Tpn y3acTomHa WiIaHa apuTMETUYIKE IPOTrpechje, a opojeBn
a,bu c+3 cy Tpu y3acTonHa YJIaHA T'€OMETPU]jCKe IIPOrpecHje ca KOJNIHUKOM
2. Oppenuru 30up dpojesa a,b u c.



92 CEIITEMBAP 2022.

Pjemmema
1. Younmo ja ce u3pas sin a+cos? a+sin® o cos? o HAKOH KOPHIITeHsa OCHOB-
HOI' TPUTOHOMETPHJCKOT MJIEHTUTETa CBOIU HA

sin? o - (sin? a + cos? @) + cos? @ = sin® - 1 + cos®> a = L.
2. Iloacjerumo ce ga je i* = 1, omakie uManMo Ja Bpujean

i2021 _ (i4)505 .

i=1.
Hame je
2022 _ 2021
j2023 _ 2022
;2024 _ ;2023
Bpujene Takobhe u jeanakoctu
(1+1)% =2 u a0 = ()22 .43 = .

Baro modujamo 1a Bpujemu
2022 4 ;2023

1011 ? 2022
2 2021 _ 2024 T (2)

_ gloll —1—q | 1ot 1011
1 —1

_ _gloll Ldi+d® ~i

N i—1

=0.

3. Youumo Jia ce mocMaTpaHu M3pa3 HAKOH cpehuBama CBOJU Ha cibeaehn

dacdoa® 924 4q—4) " —2(a—2)?
= (—a —i;a ): (a_ ) =4—2a,a#2,a#0.
a—2 a—2

. . 2
4. Kako je moBpIIMHA IIPABUJIHOI IIIECTOyIJIA jefHAaKa P = GQT\/E = 54V/3,
Mopa outH @’ = 36 cm, 0JHOCHO ¢ = 6 cm.

C B

E F

Cauka 28: 3amarax 4.



CEIITEMBAP 2022. 93

Heka cy A,B,C,D,E u F tjemena mecroyria u Heka je O NeHTap ONUCAHOL
Kpyra Tor mecroyria. Heka je h my:KuHa BUCHHE Y jeIHAKOCTPAHUIHOM TPOYTILY
OFEF. llpumujetunmo Jja je qyxwuna kpahe mgujaronase C'E npaBHIHOT IIECTOYTIIA
jenHaKa JNBOCTPYKO] JY2KHHU BHCHHE IIOCMaTPAaHOI jeJHAKOCTPAHUYHOI TPOYIJIa
OFEF (Cnuka 28). Bpujequ naxie, d = 2h = av/3 = 6+/3cm.

5. Bax € R\ {2,-2} je

f (2.7} _ 3) _ 2221:13 +3 4x—gt2—3z

(fog)(x) = flg(z)) = 22-3 = 2s=3+4-2z L
2-ux 5= T2 ESErane
6. Haxon yspmrasama pjemema z1 = —1 y jeanaunny 222 +ma +2m —1 = 0,
nodujaMo Jia Bpujenn jeaHakoct 2 — m + 2m — 1 = 0, ognocno m = —1. [lakie,

paJiu ce O jeTHAINHU
20 — 2 —3=0.

Ha ocnoBy Bujerosux dopmyrna Bpujein

3
T 22 = -,
OJIAKJIE je Ty = % [Ipema Tome, 30up KBaapaTa pjerera MoIa3He jeTHAUNHE jeTHaK
je
9 13
2 2
ity =14+-=—.
1172 T e
7. Hexka je p mpaBa Koja cagp:ku Tauky A U Koja je HOpMaJiHa Ha TpaBy [ : y =
T7x 4+ 9 (Cauka 29). Jegnauuna mnpase p je

y—15=k(x — 8),

raje je k HemozHaTH KOeDUIMjEHT ITPABIA TE IIPABE.

Cinka 29: 3agarak 7.
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Kako mocmarpana mpasa cujede mpaBy [ o TpaBUM yTJIOM, TO je IIPOU3BOJL HHIXO0-

BHUX KoeduImjenaTa mpasalia jeanak -1, Te mopa outn k = f%. Hakon ysprrraBarma
BpHujeHOCTH b = —% y TIPETXOIHY jeHAYUNHY W HAKOH cpehuBarba UCTe, OOUjaMOo
Ia je
1 113
pry= f?m + R

Kako ce Tpaxkena Tauka B Hajasnm y IpecjeKy OBUX IIPDaBUX, TPeOa PHjEITUTH
CUCTEM jeTHAYNHA

1 +113
= ——X —_—
y=rt Ty
y="Tr+9.

Hodujamo na cy KOOpJMHATe Ipecjedne Tadyke x = 1 u y = 16, OIHOCHO TparkeHa
cyMa KoopJuHaTa Tadke B je 17.
8. Osnaummo ca x crapy nujeny pode. Hosa mujera pode je
L 1
T+ -r=_x.
2 2
OzHaunMO ca p IPOIEHAT 3a KOjUu Tpeda yMamUTH HOBY IMjeHy /1a Ce IUjeHa BPATh

Ha cTapy. Taza je
3 3

OJTHOCHO
1_p2
p=73:
Oparie je p = %

9. Iloxacjerumo ce sa je Opoj HaUWHA Ja ce U3 CKyIa O 1 ejeMeHara ojadepe
wux k jeqHax (Z) Ha bu ce u3 ckyna {1, 2, ...,40} omabpasa Tpu 6poja auju je 36up
HerapaH Opoj, HEOIIXOHO je WJIH 0/1adpaTu CBa TPHU HemapHa OpOoja MiIu [Ba HapHa
u jeman Hemapas 0poj. [a omabepemo Tpu Hemapua Opoja m3 ckyma {1,2,...,40}
UMaMO (230) MoryhHocTH, jep y mocMaTpaHoM cKymy ykKymnHo 20 dpojeBa je HemapHo.
Cimano, J1a 0/1adepeMo J1Ba ITapHa U jeJlaH HelrapaH Opoj U3 UCTOT TOT CKYIIa NMaMO
(20) . (20) moryhuoctu. Jlakite, Tpaykenn Opoj HaUMHA je CyMa OBHUX OpOjeBa

2 1
20 20 20 20-19-18-17! 20-19- 18!
. 8= 20 - = 4940.
(3)+<1> (2) s 21 18]
10. Kako OpojeBu a,b u ¢ mpeacTaB/bajy TPU y3aCTOIMHA UJIAHA apUTMETUUKE
nporpecuje, To je 3a Heko d € N

b=a+duc=a+2d.

Kako dpojeBu a,b u ¢ + 3 npejicraB/bajy Tpu y3aCTOIHA WIaHA T€OMETPUjCKE MIPO-
rpecuje ca KOJIMYIHHKOM 2, TO je

b=2auc+3=2b=4a.

Hame umamo m1a je a + d = 2a, ogunocuo a = d. Mopa dutn u a + 2d 4+ 3 = 4a, na
je a = 3. Bakspyuayjemo Ja ce paju o opojeBuMa a = 3,b = 6,c = 9, a muxoB 30up
jenHak je 18.
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Jyn 2023.
3agau
1. PujemmTn cucrem jemnadunna
z(z—2)=0,
> +2—6=0.

10.

. Oppenuru nocmemy mudpy opoja 202

1

. Uzpaaynatu BpmjeqmocT mspasza x5 + -6, AKO je TozHaTo Ja je v # 0 m

x2+x%:3.

. Uzpaaynaru 30up pjemrema eKCIOHEHINjATHE jeTHATNHE

421276:1,’«%1 _ i

64"

. OmpeauTn pacrojame IeHTpa KpyKHHIE umja je jemnaunna 2 + y2 + 4o —

6y + 10 = 0 ox mpecjeune Tauke mpaBux umje cy jeanaunue2r —3y —5H =0mu
Sz +y—4=0.

. Onpeautu peannu muo KomiiekcHor opoja-(1 + i)2L, raje je i mmarmmapna

jeMHATIA.

. Heka cy myxwune crpanura tpoyria ABC 10cm, 12cm u 18 cm u Heka mwe-

My camdan Tpoyrao A; B1Ci; mva odum jennak 50 cm. Ojpenutu JIyKunHy
Hajkpahe crpanune tpoyria Ay B,C.

. Ogpenuru O6poj pjelierma TPUTOHOMETPU]CKE jejiHauYnHe cos2x —sinz = 1y

unrepsany (0, 27).

. Y jeaHoM paspejy JjeBOjUUIla UMa J(Ba IIyTa BuIle oJ jjedaka. OmimaHux

yaenuka Mehy mjeBojumnama mmva 20%, a mebhy njevanuma 8%. Ompenurn
YKYIIaH TPOIMEHAT OJJINYHAX yIEHUKA Y TOM DPa3pemy.

32023

N3zpadynaTu BpUjeIHOCT U3pa3a

logg 12+logy 12

sin (3 Togz 12-logy 12 . 7T) .
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Pjemmema
1. JaTtu cucreMm 3ammcyjeMo y ODJIUKY

x2—2x:O,

22+ 2 =6.

MHuozxkemeM npBe jegHadnne ca —1 u cadupameM ca JIPyroM jeIHAYIHHOM JT0OUjaMO
Jla T MOpa 33JI0BOJhABATH jJeJHAKOCTU 3 = 6, OMHOCHO = 2. YBpPINTABAKBEM T = 2
y CHCTEeM BHIMMO Jia Cy 3aJI0BOJbEHE 00je jeTHAYnHe, Tj. T = 2 jecTe pjeHremne JaTor
cucreMma.

2. Kopucrehu dbopmyny 2 + y3 = (z + y) (22 — zy + y?), Kodujamo na je

6 2 2 4 2

2% + % =3
JI00MjaMo
x4+2x2~—1—+i—9
T2 gt ’
OJTHOCHO .
vt ~ 7
Haxe,

6
3. Kaxo je é = 4%, = 473 moa3Ha jeIHAYMHA Ce CBOIM Ha
J22°—~6z+1 _ 43
WsjennagaBameM eKCIIOHEHATa y MPETXOHO] jeJHAKOCTU JOOMjaMO jeTHAINHY
27 — 6x + 1= -3,

1j. 222 — 62 + 4 = 0. Pjemema jobujene KajpaTHe jeHAYNHE CY

6+1/36-32 6+2
1 T4

€12 =

omHocHO x1 = 1. u o = 2. [lakye, 30up pjemema gare jeguadunee je 1 + 2 = 3.
4. Tauky mpecjeka MpaBuX JOOWjaMO pjellaBabeM CHCTEMa, jeTHATIHA

20 —3y—5=0
S5r+y—4=0.
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AKo IpyTy jemHAUMHY TIOMHOYKIIMO ca 3 U cadepeMo ca mpBoM godujamo 17z — 17 =
0, omakite ciamjenu ma je x = 1. YBpmrasajyhu mpeTxomHy BPHUjeIHOCT Y OHIIO
KOJy OJI jeqHauYnHa U3 cucreMa Jooujamo ga je y = —1. Hakie, npecjeura Tayka A
JaTux npapux uMa koopguHare (1, —1). Kako ducMo oxpeansn KoopuHaTe MeHTpa
KPY2KHUIIE, TOTPEDHO je J1a jeIHAMNHY KPYKHUIIE 3alUIIEMO Y OIIITEM OOIHKY

Az +4+92 —6y+9-3=0< (z+2)%+(y—3)2 =3

OnaBue caujenu na je nenrap Kpyxkuaune y tadku O(—2,3). ViaseHOCT  IieHTpa
Kpy2KHUIE o1 Tauke A padyHamo Ha cibejehin HaunH

d(0,A) = /(1 - (-2))2+ (-1 -3)2 =9+ 16 = 5.

5. Kaxo je (1+1i)? = 1+2i+i% = 2i, BpujesHocT u3paza padyHaMo Ha cibejehn
HAYIH

L+ =141 +14) = (140" (1 +1) = (20)°(1 +4)
=210(%)5(1 4+ i) = —1024(1 + i) = —1024 — 1024i.

W3 nperxoauor BUANMO /13 je PEAJHH AM0 JATOr KOMILIEKCHOT Opoja jemuak —1024.

6. Tpoyriosu ABC u A1B1C4 cy ciam4yHu ca KoepUIUjeHTOM CJIUYHOCTH k.
OptHoc obMMa CIMYHHUX TPOYIJIOBA, jeJHAK je Koedwumujenty camanoctu. V3 Tora
cmjenn ma je k=0 : O = (10 4+ 12 4 18): 50 = 40 : 50 = 4 : 5. Kako myxuna
najkpalie crpanure Tpoyria ABC uznocu 10cm jpyxuny Hajkpahe crpanure x
tpoyria Ay B1C1 padyHaMo Ha cibepehn HAIuH

10:2=4:5,

OJIaKJjIe TOOUjaMo J1a je & = 5;41—0 ='12,5.
7. Kopucrehu TpuronoMeTpujcku HIeHTUTET

cos 2z = cos® x —sin’x = 1 — 2sin® z,
JaTa jeJITHaYNHA je eKBUBAJEHTHA Ca
2 3 _
1—-2sin“z —sinx =1,
O/laKJjIe 100MjaMo Ja je I0JIa3Ha jeJHAYNHA eKBUBAJICHTHA jeTHAINHA
.2 . o
—2sin“x —sinz = 0,
OJTHOCHO
—sinz(2sinz + 1) = 0.
OnaBae modujamo na je sinx = 0 wim sinz = f%. Jemumo pjerene jegHaINHE

sine = 0 na unrepsaiay (0,27) je © = w. Pjemema jennaumne sinz = —% y

uarepsaiy (0,27) cy x1 = %r U Ty = HT”. BaksbydyjeMo a IoJia3Ha jeqHadnHa

uMa YKyIIHO TpH pjemteba y unrepsaiy (0,27).
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8. Oznaummo ca x Opoj JjeBojunia, a ca y Opoj Jjedaka y paspeiy. VI3 yciosa
3a/aTKa T = 2y WMaMO Jia je YKyIIaH OpOj ydueHukKa y paspemy x +y = 3y. U3

3aJlaTKa UMaMo Jia je Opoj JjeBojuniia oiIudHor yerjexa jeanak 20%: -z = %x 7 %y
Bpoj mjeuaka omymunor ycmjexa je 8%y = ;—Sy. Crora, yKynaH OpOj OJJTHYHIX
yVUeHUKa Y pas3pejy je

2 2 12

5V 359 T o5

[IporeHar oIMIHUX yUEHUKA Y pa3peiy ce J00Mja Kao KOJUIHUK OPOja O IMIHIX
yUeHMKa W YKYIIHOT Opoja yIeHHUKa, Tj.

2 12 4 16

—_e — = — = — = 16%'
3y 75 25 100

9. Ilocmemama mudpa Mpon3BoIa aBa Opoja jeHaKa je TOC/beIb0] TndpPH IPo-
M3BOJIA TIOC/bEIHUX IHdapa OpojeBa Koje MHOXKUMO. TaKo BHINMO J1a je

2023% = 2023 - 2023 =...9,

20233 = 202322023 =...9-2023=...7,
2023% = 202332023 = ...7-2023=...1,
2023° = 2023%-2023 = ...1-2023=...3,
20235 = 20235 - 2023 = ...3-2023=...9,
20237 =20235.2023 =...9-2023=...7
W3 npeTxoHor 3aK/bydyjeMo Jia
2023% = 2023*-2023" = (...1) - (... 1) =...1.

Kako ce mponsBos OpojeBa Koju 3aBpImaBajy mudpom 1 ce, Takohe, 3aBpIIaBa In-
dpowm 1, To mmamo 1a je

)505

2023%9%% = (2023%)77 - 2023° = (... 1) (...7) =...T.

Tpaxkenu Opoj 3aspinaBa nudpom 7.
10. Kopucrehu dhopmyiry

log, b= e, o a>0,a#1,b>0,b#1,
J100ujaMo
08312 + 108,12 Topgs T gt | Teiaied
logg 12+1og, 12— 1081 3110g12 ' Tog1a Z;logm 1
= log,44 + log,, 3.

Kako je log, 4+ log,y = log,(z - y) u log,a = 1, 3a z,y > 0,a # 1, uperxonuu
u3pas ce CBOAU HA
log,5 4 +1og53 =log, 12 = 1.

30or Tora, mMamo 7@ je BPUjeIHOCT IaTOT M3pas3a jeIHakKa

logg 12+logy 12
sin (3 logg 12-logg 12 . 7r> =sin3m = 0.
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Cenrembap 2023.

10.

3agau

. Onpennru x axo je z(z —3) =0un 22 + 2 — 12 = 0.

. OnpeuTn yIa/beHoCT MeHTpa Ky KHUIEe umja je jeqnaauna 2 + y2 + 2x +

6y + 6 = 0 ox rauke (3,4).

. NzpagynaTu BpHujeIHOCT M3pa3a

5 2

[(0,2)7"-297] : 3

. Axo je mo3HaTo J]a KOKa ¥ IO 3a JIAH U [0 CHECE jaje U I10, OJPEJIUTH KOJIIKO

jaja he caujern 60 koka 3a 120 mana.

. Onpemuru peamnu guo 6poja (1 — i), ruje je i MMarnHapHa jeuHAIA.

. Ompenuru 30up pjernema jeTHATNHE

g22% —6z+1 _ 1
64"
. Ogpenuru Opoj pjertema jeguHadme cos2x — sinx = 1 Koja ce Hamaze y

unrepsainy (0,27).

. IIpuje mockympera Kade 3a HEKy cyMmy HOBIA je Omito moryhe kynuru 391 kg

kade. OapenuTu KOIUKO Kuorpama kade ce MOKe KYIUTH 33 UCTY CyMy
HOBIIA HaKOH IOCKYILbera o 15%.

. Kpyxmuniia Koja cajpku TjeMeHa TYIUX YIJIOBA M jeJIHO TjeMe OIITPOr YIJia

pombda nujesn Iy XKy OMjaroHaJy Ha JujesioBe duje cy ayxkuue 25 u 7. Oape-
JIUTHU JTy>KAHY CTPAHUIIE TOT POMOA.

Oppenuru 6poj mujennx dpojeBa y pasBojy

(m—’— @)2022 .
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Pjemmema

1. CucreMm jeHAYMHA 3AIUCY]EMO Y OOIUKY

932—3:16:07

224+ x—12=0.

MHuozkemeM npBe jegHadnne ca —1 u cadupameM ca JIpyroM jeTHAIHHOM JT0OUjaMO
4r — 12 = 0, ommocno x = 3. YBpIITaBameM JI00WjeHEe BPUJELHOCTH y CHCTEM
BHJIUMO JIa je £ = 3 pjelllerme CUCTeMA.
2. JeimaumHy KpysKHHIE 3anucyjeMo y cibegehem obmuky x? + 2z + 1 + y2 +
6y + 9 — 4 = 0, omHOCHO
(z+1)°+(y+3)?* =4

OmaBze ce Buiu na je meHTap Kpyzxuune tadka O ca koopmunarama (—1, —3).
Yramenocr Tature O(—1, —3) o Tauke A(3,4) usnocn

d(0,A) = /(-1 =3)2 + (=3 — 4)2 = V16 + 49 = V/65.

3. Ako dpojeBe U3 AeNUMAJIHOT 3aIIACA [IPEBEIEMO Y PA3JIOMKe, JJOOMjaMO U3pa3

H@l'zﬂ | 21 (=37

Kopucrehu ocnoBHe anredapcke omeparmje u3pas ce CBOJU Ha

[RON I RCOREETEE

4. TloBehamem Opoja KOKa 0e3 MPOMjeHe BPEMEHCKOT MHTEPBaJIa, O0POj jaja Koje
one cHecy ce noseha uctu opoj myra. Crora, mosehamem Opoja kKoka 40 myTa 110-
oujamo sa he ce 0poj jaja Koje ome cuecy moehatu 40 myrta. Jlakje, ako KOka u
10 3a JIaH W 10 CHece jaje u mo, Taja he 1,540 = 60 Koka 3a JlaH U 110 CHUjETH
1,540 = 60 jaja. IlopehameMm BpeMeHCKOT MHTEpBaJa y3 UCTU OPOj KOKa OpOj
jaja he ce moeharu uctu opoj myra. Crora, moBehamem BpemeHnckor naTepBata 80
myTa, Opoj cHecenux jaja he ce moseharu 80 myTa. laxire, 60 xoka 3a 1,5-80 = 120
nana he cumjeru 60 80 = 4800 jaja.

5. Kako je (1'=4)? = 1 —2i + i = —2i, BpujejHOCT JaTOr U3pa3a PauyHAMO
Ha cJbefehn Haumn

(1— 0P == %1 =) = (1= (1= 0) = (=20"°(1 = 0)
=219(%)5(1 — i) = —1024(1 — i) = —1024 + 1024i.

Jlaxsie, peaJiHu JMO JATOr KOMILJIEKCHOT Opoja je —1024.

6. Ilormenmaru 3amartak 3. HA MPUjEMHOM UCIUTY OAp2KaHOM y jyHy 2023.

7. Llorsenatu 3a7arak 7. Ha IPUjEMHOM UCIIUTY OAPXKAHOM y jyHy 2023.

8. Heka je x cyma HOBIA 3a Kojy ce moryio Kynutu 391 kg xade mnpuje mocky-
mwbera. Hakon nockymmbema o 15%, 391 kg kade moxke kynutu 3a 115%z = 1, 15z.
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Kommanny kade k Koja ce MOXKe KynuTHu 3a CyMy HOBIA & HAKOH MOCKYTI/HEEha, M3~
padyHaBaMoO U3 IPOIOPIINje

391:k=1,15z : x.

PjemraBamem mponopimje nmamo ma je 391-x = k-1, 15z, ogaocHo k = 5’9115”; = 340.
Jaxye, HakoH 1mockyiuberba on 15% 3a ucry cymy moBua ce moxke kyrnru 340 kg
Kade.

9. Hexka je M rauka mpecjeka aujaronasia pomba ABCD, a E madka mpecje-
Ka JlaTe KPYKHUIE U JIyKe jujaroHaie pomda. Ca a 03HAUMMO JTy>KUHY CTPAHUIIE

Jaror pomda u ca « yrao pomoda kox tjemena A (Cowmka 30). T3 ycnosa 3amarka

D C

)

Cauxka 30: 3azarak 9.

“MaMoO Jia iy KuHa, 1y Ko AFE nznocu 25 u pyxuna nyxu FC u3nocn 7. 3akibydyje-
Mo 11a je ryrkuHa Belie nujarorase maror pomda dy = |AC| = 25+ 7 = 32. Ilosnaro
je na ce nujaroHasie pomba 1osioBe, onakie caujenu na je |AM| = % = 16.

Hy»xa nujaronajna pomda AC monoBu yrao a kop TjemeHa A ojakie caujeu aa je
ADAFE = §. Taxobe, yrao L MAD = § jep cy A, M n E Konmaeapne Tadxe.

Jujaronase pomda cujeky IMoj IpaBuM yryioMm, u3 dera jooujamo £ AMD = 90°.
Tpoyrao ABD je jennakokpaku (|AB| = |AD| = a) na caujeau ja 1eHTap Kpy-
JKHUIIE OMMCAHE OKO TOT' TPOYIJIA JIeYKU Ha BUCUHU KOja OJiroBapa crpanurm BD.
Ta Bucuna ce mokarna ca ayxku AM jep je LAMD = LAM B = 90°. [lakne, yrao
EDA je nepudepujcku yrao HaJj| IPEIHUKOM 300r Yera je OH MpaBU yrao. 3akJby-
qyjemo Ja cy tpoyriosu ADE u AM D ciudnu, jep cy um oarosapajyhu yriosu
jenHaKH.
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W3 comanocTn Tpoyriiosa J10dujaMo cibesielly IporopIujy

|AD|  |AE)|
|AM|  |AD|’

OJTHOCHO ¢ = %5 Opakite je a = v/25-16 = 4 -5 = 20. [Jaxue, ny>KuHa cTrpaHuiie
pomda je 20.

10. Kopucrehu dunoMHy hopMysy JaTh U3pas3 3amlucyjeMo Kao

2022

. ) 2022 2022 NS :
(M+¢33) ;}( )(54) (32

2022k
¢ )

Kako Baxku 51a je buHOMHE KOe(DUIHjEHT IPUPOIAH TO je OPOj
k 2022—k
<20k22> (544) - (32)

N 1\ 2022k
nujesu Opoj ako U caMoO aKo je (545> . (325) nujesau o0poj. U3 oBor 3amuca

2022—k

k 2022—k ) . —
(54%) .(32%) :(33.2)%.(25) 3 :35.25(20? k)_~_%7

3akjpydyjeMo ja he Taj Opoj OWTu nujesin aKO M CAMO AKO CY €KCIOHEHTH g u

w + % 1jesiodpojuu. 3ancra, HeKa, je é = w + %, 3a HEKHU I[HjesTu Opoj
[. Ilpunnun ajesbema ca OCTATKOM HaM oMoryhaBa ja OpojeBe k u [ 3amuriemo y
obiuky k = 2my + ki, k1 € {0,1} ul = 6m; 41,0 € {0,1,2,3,4,5}. Crora, axo je
6poj 3%/2 . 21/6 = M 3a mexu mujemm 5poj M, taza je

ok1/2 . gl /6 = M _»p

oMy . 3 B q

)

pu 4emy cy p,q y3ajamao upoctu. CTerneHoBameM NPETXOIHE jeTHAKOCTH ca 6
nodujamo ma je ¢923%130 = pb. Axo je ki # 0 Tama mmamo ga 2 mujesn 6poj Ha
JIjeBoj cTpaHu jegHakocTu. CTora, Opoj 2 Mopa Ja jiujesin OpPoj U Ha JeCHOj CTPAHUI
jenmaxoctn. Kako je 6poj 2 mpoct To nmamo jaa 2% ujesm pS. Bpojesu p u g cy
y3ajaMHO IPOCTH, IITO 3HAYW Ja Opoj 2 He Moxke Ja aujesn q. Takohe, OpojeBu 2
u 3 ¢y ysajamuo mpocti, mro 3Haun ma 28 mujermn S5poj 2°F u3 wera ciamjenn ma
3k, > 6, mro HEUje TauHo. 3akiby4yjemo ga ki = 0. Ha cimyan HaYuH 3aK/bydyjemMo
na ly = 0. Takie, dpojeBu Koju ce mnojasibyjy Ha excriomentuma (k/2 u l/6) mopajy
ouTn nwmjesin OpojeBH, Jla O DHope MOMEHYTH IIPOM3BOJ OMO Injesiodpojan. Bpoj g
je mumjesm ako u camo ako je kmapan opoj. Takobe, Opoj
5(2022 — k) n k 5-2022 9k 3k

3 6 5 g B0

je mmjesm aKo M caMO aKo je % nujesn, Tj. k je mapan opoj. dakie, cabupax y

cyMH
2022

kz:: (20:2> (54%)k' (32%)2022%

je mjesodpojan ako u camo axo je k mapan. Kako k € {0,1,2,...,2022}, To mapanx
Opojesa y ToM ckymy mma 1012.



JYJI 2024. 103

Jyn 2024.
3agau
1. Ompenurtu BpujeaHOCT M3pas3a
22+ g2 2 N Y2
Ty vy —y? a2 -ay
zazr#0,y#0,x#y.

2. Ako je f(x +1) = 22—*‘0’, OJIPEIUTH YEeMy je jeIHako f (ﬁ) ,3a ¢ 0 um
x # 1.

3. Opxpenuru dpoj pjernema TPUTOHOMETPU]CKE je THATHHE

20sin? z - cos’z — 24sinz - cosr 47 =0
y unrepsaiy [0, 7].

4. Axo je i wMaruHapHa jeJMHWIA, OJPEIUTH 30UP PEaTHOr U MMATWHAPHOT
JAjesra KOMILIEKCHOT Opoja (%)

5. Opxpenurtu BpujesHocT u3pasa logsy (logﬁ9 -log 3 2) .

6. Heka je mar Tpoyrao ca tjemenmma A(—3,0), B(2,5) u C(3,2). Onpemuru
JIy>KUHY BuUcuHe BD naror Tpoyria.

7. Mjepa omrpor yria pomba, je 60 crenenu, a nospimmaa 18v/3. Hahn myxumy
Marbe JujaroHase pomoa.

8. IBwuje korkurie 3a urpy ce damnajy jemaom. OnpeanTu Ha KOJUKO HAYMHA, 301D
J00MjeHnx DO0BA IO THhIXOBOM OAllarby MOKE J1a M3HOCH D Wiad 6.

9. Kpemur nmomgurayt y dannu je manocuo 250 000 KM ca rogummoM KamMaToMm
ox 7. Oriurahen je 3a 2 rogune yiiarama ox 150 000 KM npse rogune u 180
000 KM apyre rogune. OapeauTu BpUjeIHOCT T

10. [Iat je Tporudpen mpupogan 6poj m. Moxke i KOJIMIHUK Opoja m u 30upa

weropux nudapa ja oyie jennak 837 OdpaziokuTu.
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Pjemmema
1.
22 4 42 - 22 . y?
zy vy —y?  x?—wy
_mz 4 y2 - 22 Y2

Ty y(r —y) - z(r —y)
(24P (e —y) — 2P+ P
zy(xr —y)
_x3—x2y+y2x—y3—x3+y3
B zy(z —y)
ry(y — )

= N~ —Lx;é07y7éo’gj7éy
zy(z —y)

2. Ynorpebom cmjere x + 1 = ¢, ogHocHo * =t — 1, jegnakoct f(x+1) = 2“;—“
ce ceoau Ha f(t) = %*11 W3 Tora masbe caumjeau ga je

1 2;72-+1 3
i) =22 = et oa 2
- — —1 T

l1—x

3. Kopucrehu dbopmyny sin2x = 2sin x cosx, m1aTy jeHAUAHY 3aIMUCYjeMO Y
00JIIKY
5sin® 22 —12sin 22+ 7 = 0.

Veobemem cmjene sin(2x) = t modujamo jemmadmny 5t2 — 12t + 7 = 0, u3 Koje
J0oujamo pjerema t; = 1 u ty = % Jennaunna sin(2z) = 1 y unrepsany [0, 7] uma
jemno pjememse: x = 7. Jennauuna sin(2x) = % HeMa pjeremse, jep sin(2x) € [—1,1].
Haxse, Opoj pjeriema mosa3ne jeJHAYNHE y TATOM HHTEPBATY je 1.

4. 3anucoMm JIATOr KOMILIEKCHOT OPOja y 0OJIUKY

() (&) - ()" - comen

00ujaMo 11a je eroB peasiHu Ao jeTHak 1, a umarmaapuu auo jexnak 0. Crora,
30Up peaJTHOr W MMATHHAPHOL Jujesia JaTor opoja je 1.
5. Kopucrehn cBojcTBa joraputamcke yHKIIAje

- 1
log, 0" = xlog, b; log,. b= o log, b6 un log,b= oz, 0

JaTH U3pa3 TPaHChOPMHUIIEMO Ha, CJheJeNu HAIWH:

log, (logﬁ 32. log, 1 2) =log, (2-2-log,3-2-logs2)

1
=1 23 . log, 3 -
Og2 < ng 10g23>

:10g223 =3-logy2=3.
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6. IIpasa xoja nposasu kpo3 Tauke A u C uma jequauuny y—2 = (x —3)- _()5_23
Tj.
2= (0 -3)
—2=—(xz—3).
Y 3

Koedunujert npasa rope momenyTe npase n3HOCH % IIpaBa koja je HOpMATHA HA
Ty mpaBy nMa KOeUIHjEHT IPABIA

IIpaBa koja cagpku tadke B u D, cagp:Ku BUCHHY TpPOyIJa n3 TjemeHa B, ma je
HopMaJiHa Ha 1y AC. Crora, 3aK/bydyjeMo Jia je KoeduIjeHT IPaBia [IpaBe Koja
npoJia3u Kpo3 Tauke B u D jennak —3. Kako Ta npasa 1pojasu Kpo3 Tauky B, To
he mena jeaHaunna outu

y—5=-3(x—2).

Tauka D ce nHajnasm Ha IPecjeKy rope MOMEHYTHUX IIPABUX; [1a KOODINHATE TadKe

2

Cauxka 31: 3azarak 6.

D nasra3mmo u3 cucreMa e HadInHa;

y:%(x—3)+2
y=—3(x —2)+5.

Pjemasamem cucrema jennaduna godujamo na je D(3,2). Hakie, Jy:KUHA BUCHHE
tpoyria ABC us tjemena B je jemnaka ynassenoctu tadaka B u D. Crora,

hbz\/(2—3)2+(5_2)2=\/ﬁ.

7. Heka je nar pomd ABCD uuja je my:KuHa cTpaHulle ¢ u jgyxuna kpahe
nujaroHase de u 4uja je Mjepa yria ko tjemena A jemmnaka 60°. Ilozmaro je ma
ce HaCIIpaM jeJIHaKUX CTPaHUIla y TPOYIJIy Hajale jeaHakn yriaosu. Kako je pomd
napaJiesorpaM ca jeJHAKUM CTpaHuIaMa To uMamo ja je |AD| = |AB| = a, mna
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60°
A B

Cimmka 32: 3agarax 7.

3bor Tora Bpujesu L DBA = LADB (norsenaru cauky 32). 30up yriosa y Tpoy-
ity ABD je 180° u3 wera 3akibyuayjemo ja je LDBA + LADB + 60° = 180°, u3
vera Jlajbe 3akibydyjemo ja je L DBA = L{ADB = 60°. [lakye, tpoyrao ABD je
jemrakocTpannanau. Jlako ce youasa ja je mospinusa Tpoyria ABD jeamaka moJio-
BUHI HOBpIIIHE poMba, Tj. mospimaa Tpoyria ABD usnocu 9v/3. U3 dbopmyie 3a
TTOBPIIUHY jeTHAKOCTPAHUIHOT TPOYTJIa J00UjaMO

2
a;/gzg\/g7

ojakje camjeau Ja je a = 6. Kako je rpoyrao ABD jegHakoCcTpaHWUYHHU, TO je
dg =a=©6.

8. IIpunmukom darama Korke, 0poj 5 ce moxke modutn Ha 4 HaumHa: 1 + 4,2 +
3,3+2,4+ 1. Ucxomu 4+ 1 u 1 44 cy pa3auauru jep ce y TIPBOM CJIydajy OpPOj
4 jaB/hba Ha TPBOj KOIKH, a y JPYIOM Cjaydajy Opoj 4 ce jaB/ba Ha JIPYroj KOIKH.
Bpoj 6 ce moxe nodbutu Ha 5 HaunHa: 1.4+ 5,2+4,3+ 3,4+ 2,5+ 1. Crora, ykynax
Opoj HaunHa na 30up OpojeBa Oyue b miau 6 je 9.

9. Knujenr y dannum je momurao kpemur ox dy = 250000 KM. Hakon rogune
JlaHa HeroB Ayr je uznocuo do + 1 - do = do(1+ r) KM. Hakon yuare 150 000 KM
IbETOB JIyT M3HOCH

dy = do(1 +r) — 150000.
KaJa mporekne Jipyra rogmaa, KaMaTa ce padyHa Ha HEroB JIyT KOjU je MMao Ha
Kpajy IpBe TOJIUHE, CTOra HETrOBO IyTOBabe OAHIM HAKOH JIPyTe TOJNHE M3HOCH

dy %7 -di=dy(1+7) = (do(1 4 7) — 150000) - (1 + 7).

U3 ycnoBa 3amarka 3ak/pydyjemMo Ja HakoH ymiare oj 180000 on y mormyHOCTH
Bpaha CBOj JZyr, IIITO 3HAYM Jia je MPeTXoaHo Hamucanu u3pas jeaaaxk 180000 KM.
Haxkse, mmamMo 18 Bpujean

do(1 +7)% — 150 000(1 + ) = 180 000,

1j. 25(1+ 2r +72) — 15(1 +7) = 18 & 2572 — 35r — 8 = 0. Pjemasamenm mper-
XOJiHEe KBaJIpaTHE je/IHAYNHE TO0MjaMo Jia je r = —% Wi r = % Kako je » > 0,
3akspydyjemo ga je r = 0,2, tj. kamara je 20%.
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10. U3 yciioBa 3a/1aTKa IMaMo JIa aKo 11ocToju Takas opoj m = a-100+b- 10+,

Ja TaJia BpUjean
a-1004+b6-10+c
= 83,
a+b+c

Tj. a-1004+b-10+c=m =83 (a+ b+ ¢). Crora, 3aksbyqayjemMo na 6poj m Mopa
a Oyne mjesbus ca 83. Kako je oH yjenno u TponudpeH, To dpoj m Mopa Ja Oyie
jeman oxr dpojeBa U3 CKyIa

A = {166,249, 332,415,498, 581, 664, 747, 830,913,996 }.

[IpoBjepoMm ycoBa 3a cBaKW O JOOMjeHUX OpoOjeBa BUINMO JIa OpPOj ca yCJIOBUMA
U3 TEKCTa 33/]aTKa HE IOCTOjU.

3rofHO je IPUMUJETUTH /13 aKO YCJIOB 33J]aTKa 3AIUIIEMO y OOJIUKY
100a + 10b — 82¢ = 83(a + b),

BHUIMMO /13, je OpOj Ha JIjeBOj CTPAHM jeTHAKOCTH TapaH, Ia OPoj Ha IeCHO] CTPAHU
jeaHakocTu Mopa Jia oyne mapan opoj. Jdakie, a + b mopa ja dyme napan. Crora,
JIOBOJHHO je MPOBjEPUTH JIa JIU YCJIOB 33/aTKa. 3a0B0/haBajy cCaMO OHU OpOjeBU U3
ckyna A Koy Kojux je 30up mnpse jgsuje mudpe napas, tj. 249,332,664, 913,996,
quMe ce cMambyje Opoj ciiydajeBa Koje Tpeda MPOBjepuTH.
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Cenrembap 2024.

1.

10.

3agau

N3zpagynaTu BpujeIHOCT n3pa3a

2 2
T 2x
Yy Yy

?—y? (z-y)? (z+y)(z—y)?

2

)

1pu 9emy je T # y,x # —y.

. OznpeauTy 30up pjelrema eKCIOHeHIHUjIHe jeaHaanHe 7% — 8+ 7177 = 0.

. Ozpenuru 6poj pjeliema TPUrOHOMETPH)CKE jeTHAINHE

sinz(2sina — 1) + cos 2z =0

y unrepsaiy [0, 7].

. OppenuT MOIYO KOMILIEKCHOT Opoja

1_|_7;_|_7;2024
Z = %557
1—2i 442028

[P 9eMy je ¢ UMaruHapHa jeJIMHUIA.

. OzpenuTu BpUjeIHOCT peaHOr apaMeTpa p TaKo Jia IIpaBa 1aTa je IHAaIMHOM

(2p+ 1)z + (3p — 5)y + 4p = 0 Oyze napajenaHa ca —O0COM.

. OfpenuTu BpHUjeIHOCT peajiHOr MapameTpa 1 TakKO Jia je 30up KBaJpara

pjemema KBagpaTHe jenHaanie 22 — x +m — 1 = 0 jemHak 8.

. Y mpasoyriiom Tpoyriy ‘ABC Mjepa yriia kop tjemena C' uznocu 90°, ny>kuHa

karere BC wuznocu 15-m tanrenc yria kox tjemena A je jenmax 0,75. Hahn
nyxuny Karere AC|

. Ha xommko mauwmma je 30up J00MjeHMX OpojeBa, MPUINKOM Oallarba JIBHUje

KOIIKe 3a Urpy Ha cpehy, jeqnak 4 wium 57

. Y noHenjespak Cy akipje KOMIIAHHje IOpacJe, & 3aTUM IaJjie 38 UCTH IIPOIle-

uat. Kao pesynarar tora,y yropak cy akmuje nocrajie 4% jedrunuje mero na
MIOYETKY TProBamba y MoHejebak. KolnKko je m3HOCHO pacT akiuja y MOHe-
mjepax’?

JBa paauuka, pagehm 3ajemqro, mory odaBuTu mocao 3a 12 mana. 3a KOIHKO
nama he, pajgehn 01BOjeHO, TPBYU PAJIHUK OOABUTH Taj ITOCAO, KO Ce 3HA /18 OH
3a JBa JaHa 0DABH UCTHU JIMO MOCTA KOJU ypaju JPYTU PaJHUK 3a TpH JaHa?!
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Pjemmema

x2 y? 2xy

2y @—y? @tya—y)?

(z —y)z® + y*(z +y) — 2ay?
(z—y)?*(z+y)

2 — 2y 4 ay? 4 yB - 2zy?

a (z —y)*(x +y)

_x3—x2y—a:y2+y3

(-9 +y)

(z —y)(=® —y*)

(z—y)2(z+y)

_(z—y)?@+y)

(z—y)2(z+y)

—1

2

2. Jemnaumna 7% — 8 + 7177 = () exBuBaJIeHTHA je jeHAYHHI

7
Muoxkehn nocmarpany jennaunuy ca 7%, e ysogehu cmjeny 7% =t (t > 0) noduja-
MO KBaJpaTHy jeJHAYUHY TI0 Tt

t2—8t+7=0.
[Tocpenma jeHadnna eKBUBAJIEHTHA j€ jeTHATIHI
t—T)(t—1)=0,

o/laKJjie J100MjaMo Jla Cy pjemema Te jennaumne t = 7 u t = 1. Jlakie, pjernemna
moJia3ue jegHadune cy £ = 1 u x = 0, ma caujean 1a je muxoB 30up jegHak 1.
3. JennaumHa U3 33/1aTKa je €KBUBAJICHTHA jeTHAYNHU

2sin?x — sinz + cos 2z = 0.

Kopucreliir cBOjETBO KOCHHYCa IBOCTPYKOT YIUIa COS 2% = cos’z — sin’z, mobujena
jenmHaunHa ce TPAHCOPMUIIE Y jeTHATHHY

2 2

sin“x — sinx + cos“x = 0.
Kopucrehn ocHOBHI TPUTOHOMETPHU]CKHU UAECHTUTET, TOC/HEIIHA jeTHATNHA, C€ CBOIU
Ha

1 —sinz =0,

Tj. sinz = 1. Kako nac untepecyjy pjemersa y unrepsary [0, 7], To je camo z = J
pjeleme IoJa3He jeIHauYnHE.
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4. Kopucrehu csojctso na je i*f = 1, mpu yemy je i mmarnnapa jeunuma u

k mpupoman Opoj, caujenn
14+3+1 241 247 242 2461 1 3

"T1-2i+1 2-92i 2-92  2+2i 8 _iti"

Kaxko je Moiyo KoMIIIEKCHOT Opoja z = a + ib jennak |z| = va? + b2, cimjeqn na
j€ MOJIyO KOMILJIEKCHOT Opoja z jeHaK

1.9 Vi0
6" 16 4

5. Jemnaumna x—oce je y = 0, 1j. Koedunujert mnpasma Te npase je k = 0.
Hajnpuje onpennMo eKCrmuIuTHA OOJIUK jeJHATMHE IIPABE KOy MOCMATPaMO y 3a-
marky. 13 (2p 4+ 1)z + (3p — 5)y + 4p = 0 camjeau ja je eKCIUIMOUTHU ODJIMK
jeHaYNHE Te TpaBe

2| =

—2p—1 4p
T 3p-5" 3-8
JlBuje mpaBe Cy mapaJiesiHe aKO U caMO aKO MMajy jeIHake KOepUInjeHTe IpaBara.
Kako Tpeda ma oxpenmmo BpHjeIHOCT peasHOT MTapaMeTpa p Tako Ja IpaBa Oyiae
rmapaJiesiHa ca T —OCOM, 3aIpaBO Tpeda Ja PUjerTuMO jeTHATUHY
—2p—1
3p—5.

0,

OJlaKJjie JI0OUjaMo Ja je p = —%.

6. Heka cy pjemema mocMaTpane KBajJpaTHe jeqHadnHe T1 U To. Kopucrehn
Bujerose dbopMmyiie y KBaapaTHoj jeaHauunu 2 — x +m — 1 = 0, nodujamo jemna-
KOCTH

1Ty =m — 1,
x1 + 29 = 1.
U3 ycnosa 3amaTka je 112 + @92 = 8, 1. (1 + 12)? — 27179 = 8. YBpmTaBameMm
BpHjeIHOCTH J100ujeHnx u3 BujeToBux dpopMysa y MoC/berby jeIHAKOCT, J0OUjaMO
je/lHaduHy 10 M
1-2m+2=38,

OJIaKJIe CIIUjeu m = —g.

7. Heka je y npasoyriom rTpoyriay ABC (Cnuka 33) xarera AC = x.

Ciuka 33: 3agarak 7.
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U3 zanarka je |BC| = 15 u tg {BAC = 0,75. Kopucrehu nedunuimjy ranrenca
yriia y npasoyriiom Tpoyriay ABC, nobujamo na je

15
tga = — =0,75.
x

Canujenu na je |[AC| =z = &% = 20.

8. IIpummkom Oamama 2 korke, moryhnoctu ma je 30up modujeHmx OpojeBa
jemnak 4 cy: 1m 3,2 u 2, 3 u 1, nok cy moryhuoctu sa je 30up rodujenux Opojena
jemnak 5 cwenehe: 1 u 4, 2 u 3, 3 u 2, 4 u 1. Jlakse, yKynHo je 7-Ha4IMHA TaKO Jia
30up nodujenux Opojesa Oyue jeaHaxk 4 miaum 5.

9. O3HauMMO TOYETHW M3HOC akimja ca (G, a MpOIEeHAT HmopacTra akimja y
moHemje/bak ca p. Hakom mpsor mopacra, akmuje cy msaocmie Gs = G + pGi.

Hakon 1naa 3a p, akiymje cy H3HOCHIIE
Gs = G2 — pGa = Gy + pG1 — p(G1 + pGr) = G1(1 — p?).

Kako cy y yropak akmmje mocraie 4% jedpTunuje Hero Ha IIOYETKY TProBaiba y
MIOHEJTjeJbaK, TO BPUjeIN jeITHAKOCT

G1 —0,04G1 = G1(1 — p?),

omaxie cimjenu p? = 0,04, vj. p = 0,2. Jlakie, pacT aknuja y IOHeIje/bak je
uznocuo 20%.

10. Osnaummo ca x Opoj JaHa MOTpedaH MPBOM PAJIHUKY, a ca ¥y OpOj JaHa
OTpedaH JIPYroM PaJHUKY Ja CAMOCTAIHO ypaJe Iujesn nocao. Cimjeau a npsu
PaJIHUK 3a jef]aH JIaH caM ypaju % nocia. AHAJIOTHO, IPYTH PAJTHUK 32 jeJaH JIaH
caM ypajn % mocsta. Panehn 3ajenno, 3a jeman man ypase % + % mocsta. 113 ycioBa

33/1aTKa CIIUjeSIN J1a je
11 1

z y 12
Tj. 122 4+ 12y = zy. Kako npBu pajHuK, pajehu cam, 00aBU UCTH JUO MOCTA Kao
JIpYTU paJIHUK 3a 3 JlaHa, TO BPUjEIU jeTHAKOCT

2 3

r oy
Tj.

2y = 3x.

VYepmrasajyhu nodujeny Besy y jemnakoct 12z + 12y = xy, nodujamo jenHaqanny
60z = 3z°.

Pjemema nodujene jeqnaunne cy x = 0 wm x = 20. Kako je x > 0, caujeqaun na je
Opoj JaHa oTpedaH MPBOM PAJHUKY Ja caM ypaju mocao jeanak r = 20.
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